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Volume horaire 
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lh30mn 

Travaux diriges 

18 heures 
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Total 

36 heures 

3h 


- Rappels d’analyse vectorielle (1 h 30) : Operateurs differentiels et integraux (diver- 
gence, rotationnel, gradient, flux, circulation). 

- Electrostatique (3 heures) : 

- Rappels : Interaction electrique. Loi de Coulomb dans le vide. Champ electrique. 
Dipole. Difference entre dielectriques et conducteurs. 

- Theoreme de Gauss : Flux du champ electrique. Theoreme de Gauss (demonstra- 
tion). Applications du theoreme de Gauss. 

- Potentiel electrique : Potentiel et champ electrique. 

- Equations de Laplace et de Poisson. 

- Energie : energie interne d’une distribution de charges. Energie potentielle d’un 
dipole dans un champ electrique uniforme. 

- Notions sur la polarisation de la matiere. 

- Electromagnetisme :(4 h 30) : 

- Rappels d’electrocinetique : Conduction electrique. Intensite du courant elec- 
trique. Vecteur densite de courant. Loi d’Ohm Microscopique. 

- Champ magnetique : Force de Lorentz. Theoreme d’Ampere. Lignes de champ. 
Loi de Biot-Savart. Notions sur l’aimantation de la matiere. 

- L’induction magnetique : Flux du champ magnetique. Loi d’induction electroma- 
gnetique. Loi de Lenz. Force electro-motrice induite. 

- Equations de Maxwell (6 h) 

- Equations locales des etats stationnaires : Le champ electrostatique. L’excitation 
electrostatique. Le champ magnetique, l’excitation magnetique, le potentiel vec- 
teur. Conservation de la charge electrique. Les equations des etats stationnaires. 

- Equations locales des etats quasi stationnaires. L ’approximation des etats quasi 
stationnaires. 

- Equations locales des regimes variables. Caracteristiques des regimes variables. 
Equation de conservation de la charge electrique. Le courant de deplacement de 
Maxwell. L’equation de Maxwell- Ampere. 

- Les equations de Maxwell : Forme generale. Equations dans le vide (champs et 
potentiels). Equations dans le vide en l’absence de charges et de courants. 

- Les relations de passage a un interface entre deux milieux. 

- Propagation des ondes electromagnetiques dans le vide (3h) 

- Equation de propagation. Vitesse de propagation dans le vide. Impedance carac- 
teristique. 

- Polarisation de l’onde electromagnetique. 
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Avant-Propos 


Au sujet de ce manuel 

Ce manuel a ete ecrit a l’intention des etudiants de deuxieme annee des filieres scien- 
tifiques et techniques des universites et ecoles d’ingenieurs d’Algerie. II correspond au 
programme officiel du module Electromagnetisme enseigne en deuxieme annee (L2-S4) de 
la filiere SM-Sciences de la Matiere option Physique. 

Les objectifs assignes par ce programme portent sur l’approfondissement et la conso- 
lidation des notions d’ electromagnetisme acquises par les etudiants au cours de leur pre- 
miere annee a l’universite. Ce programme est destine egalement a fournir aux etudiants les 
outils physiques et mathematiques pre requis par les modules de troisieme annee consacres 
a 1’ electromagnetisme et l’optique ainsi qu’a la relativite restreinte. Ce manuel essaie de 
repondre au mieux aux recommandations du programme officiel. 

Afin de combler les lacunes eventuelles des etudiants venant de premiere annee, il nous 
a semble necessaire de consacrer le premier chapitre a l’analyse vectorielle pour introduire 
les operateurs utilises classiquement en electromagnetisme. Les exercices de ce chapitre 
ont pour but d’initier tres rapidement les etudiants a l’utilisation de ces operateurs dans 
differents systemes de coordonnees. 

L’electrostatique est etudiee dans le second chapitre. Les phenomenes electrostatiques 
sont introduits a partir de la loi de Coulomb et du principe de superposition. Le theoreme 
de Gauss est demontre en calculant la divergence du champ electrique dehni a partir de 
la loi de Coulomb ; nous avons prefere cette demarche a la methode qui utilise la notion 
d’angle solide car elle permet aux etudiants de manipuler les operateurs vectoriels et de 
saisir la notion de localite des expressions. Les exercices portent essentiellement sur la 
resolution de l’equation de Laplace et de l’equation de Poisson dans des configurations 
ou la symetrie permet d’obtenir des equations aux derivees partielles qui s’expriment en 
fonction d’une seule variable. 

Le chapitre suivant consacre a la magnetostatique debute par une definition du vecteur 
densite de courant. La decomposition de la force de Lorentz en deux composantes permet 
de dehnir le champ magnetique. Nous avons prefere commencer ce chapitre par le theoreme 
d’Ampere; la loi de Biot-Savart est decrite comme une consequence des proprietes du 
champ magnetique et du potentiel vecteur associe. 

Le regime variable introduit les equations de Maxwell sous la forme d’une generali- 
sation des equations locales obtenues en regime stationnaire. Apres une presentation des 
phenomenes d’ induction electromagnetique, la notion de courant de deplacement est intro- 
duce comme une necessite permettant de respecter la relation de continuite. Les equations 
aux derivees partielles pour le champ electrique et le champ magnetique sont obtenues a 
partir des equations de Maxwell. Les potentiels, scalaire et vecteur, ainsi que la condition 
de jauge sont egalement presentes dans ce chapitre qui se termine par V approximation du 
regime quasi-stationnaire. 

La propagation des ondes electromagnetiques dans le vide est traitee dans le cha- 
pitre suivant. Pour respecter les recommandations du programme officiel, les notions de 
rayonnement et de potentiels retardes ne sont pas abordees. 

Enhn, les proprietes electromagnetiques des materiaux sont presentees assez brieve- 
ment dans le dernier chapitre. 

La premiere annexe presente, sans demonstration, les differents operateurs dans les 
systemes de coordonnees cylindriques et spheriques. Le principe de symetrie de Curie est 
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Semaine 

Cours 

Travaux Diriges 

1 

Calcul vectoriel 

Systemes de coordonnees, 
Symetries 

2 

Electrostatique 

Calcul vectoriel 

3 

Electrostatique 

Electrostatique 

4 

Magnetostatique 

Electrostatique 

5 

Magnetostatique 

Magnetostatique 

6 

Regime variable 

Magnetostatique 

7 

Regime variable 

Regime variable 

8 

Propagation des ondes elec- 
tromagnetiques dans le vide 

Regime variable 

9 

Propagation des ondes elec- 
tromagnetiques dans le vide 

Regime variable 

10 

Propagation des ondes elec- 

Propagation des ondes elec- 


tromagnetiques dans le vide 

tromagnetiques dans le vide 

11 

Milieux materiels 

Propagation des ondes elec- 
tromagnetiques dans le vide 

12 

Milieux materiels 

Milieux materiels 


Table 1: Proposition de progression des enseignements 


enonce dans l’annexe suivante et les proprietes de symetrie du champ electromagnetique 
sont enoncees sans demonstration. 

Enfin, une bibliographie sommaire presente les principaux ouvrages utilises pour la 
confection de ce manuel. 

Gestion du temps pedagogique 

Le contenu de ce programme est prevu pour etre enseigne pendant un semestre de 14 
semaines, a raison d’un cours hebdomadaire de lh30mn et d’une seance de travaux diriges 
de lh30mn par semaine. Toutefois, pour diverses raisons, la duree reelle de l’enseignement 
par semestre est de 12-13 semaines. Afin de couvrir la plus grande partie du programme 
officiel pendant cette duree, une gestion rigoureuse du temps pedagogique ainsi qu’une 
coordination-synchronisation entre les cours et les travaux diriges sont indispensables. 
Nous recommandons la progression ci-dessus (Tableau[l]) pour une duree reelle du semestre 
(12-13 semaines). 

Ce manuel est le fruit d’une pratique pedagogique dans cette matiere de plusieurs 
annees et resulte de longues discussions avec les collegues qui ont eu a assurer cet en- 
seignement. Les exercices proposes dans ce manuel ont ete confectionnes a partir d’une 
compilation des series d’exercices et des sujets d’examens proposes par les collegues qui 
ont enseigne le module Electromagnetisme a la Faculte de Physique de l’Universite des 
Sciences et de la Technologie Houari Boumediene. 
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Table des symboles 


Symbole 

Unites 

Description 

c 

ms -1 

Vitesse de la lumiere dans le vide 

£o 

Fm- 1 

Permittivite du vide 

P 0 

Hm- 1 

Permeabilite du vide 

£ r 


Permittivite relative 

£ 

Fm" 1 

Permittivite absolue 

Hr 


Permeabilite relative 

P 

Hm" 1 

Permeabilite absolue 

7 

Sm" 1 

Conductivity electrique 

P 

Cm" 3 

Densite volumique de charges electriques 

a 

Cm" 2 

Densite surfacique de charges electriques 

Pp 

Cm" 3 

Densite volumique de charges de polarisation 

1 

Am -2 

Vecteur densite volumique de courant 

i° 

Am" 2 

Vecteur densite volumique de courant de deplacement 

JT 

Am -2 

Vecteur densite volumique de courant total 

3s 

Am" 1 

Vecteur densite de courant surfacique 

E 

Vm' 1 

Champ electrique 

B 

T 

Champ magnetique 

D 

Cm" 2 

Vecteur excitation electrique 

H 

Am" 1 

Vecteur excitation magnetique 

A 

Wbm -1 

Potentiel vecteur 

U 

V 

Potentiel scalaire 
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Chapitre 1 

Elements d’analyse vectorielle 


1.1 Champ scalaire - Champ vectoriel 

Soit un triedre orthonorme (e x , e y , e z ) et M un point de l’espace, de coordonnees 

(x,y,z) : 

OM — x e x + y e y + z e z (1.1) 

La fonction / (M) est dite fonction scalaire de point ou champ scalaire si : 

f (M) = f (x, y, z) (1.2) 

Le vecteur v (M) est dit fonction vectorielle de point ou champ vectoriel si : 

v(M) = v x (x,y,z) e x + v y (x,y,z) e y + v z (x,y,z) e z (1.3) 


1.2 Gradient d’un champ scalaire 

Le gradient ( note grad ) est dehni a partir d’une fonction scalaire de point et a pour 
composantes suivant e x , e y , et e z les derivees partielles de / (M) par rapport k x, y et z 
respectivement : 

df _ df _ df _ 

gra d (f)=g i e I +-^ ey + Tz e x (1.4) 


1.3 Divergence d’un champ vectoriel 

La divergence (notee div ) n’est dehnie qu’a partir d’une fonction vectorielle v (M) de 
point et donne une fonction scalaire de point dehnie, en coordonnees cartesiennes par : 
/_v dv x dv v dv z ,, 

iw(v)= ^ + -dy + l^ (1 ' 5) 


1.4 Rotationnel d’un champ vectoriel 

Le rotationnel note ( rot ) d’un champ vectoriel donne une fonction vectorielle de point 
dehnie en coordonnees cartesiennes par : 


— > \dv z dv v 1 ^ \dv x dv z 1 _ \dv v dv x 

rotM =[dy- arj e ^ + [& - e - + [& - air 


( 1 . 6 ) 
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Elements d’analyse vectorielle 


1.5 Laplacien scalaire 

Le laplacien scalaire d’une fonction scalaire de point ( note lap ou A) est par definition 
un champ scalaire defini par : 

(1.7) 


lap (/) — Af = div [ grah (/)] 
Dans un systeme de coordonnees cartesiennes, il s’ecrit : 

'•Kn-A/.gtgtg 


(i.s; 


1.6 Laplacien vectoriel 


Le laplacien vectoriel (note lap ou A) d’un champ vectoriel v est un champ vectoriel 
defini par : 

lap ( v ) = An = grad [div (n)] — rot [rot (n)J (1.9) 

Dans le cas d’un systeme de coordonnees cartesiennes, le laplacien vectoriel a pour 


composantes : 


lap ( v ) 


Av x 

A Vy 

Av z 


d 2 v x d 2 v x d 2 v x 

dx 2 dy 2 dz 2 

d\ 8% d\ 

dx 2 + dy 2 + dz 2 

d 2 v z d 2 v z d 2 v z 

dx 2 dy 2 dz 2 


( 1 . 10 ) 


1.7 Operateur nab la 


Pour ecrire de maniere plus compacte les operateurs vectoriels precedemment definis, 
on introduit un vecteur symbolique appele operateur nabla et defini par : 


^ _ d _ d _ d 

V = e *dx +ey dy +e ‘dz 


(111) 


Les operateurs vectoriels s’ecrivent parfois a l’aide de l’operateur nabla sous les formes 
respectives suivantes : 

- le gradient d’un champ scalaire / est note 


9 W(/) = V/=ge-+ge; + g, 


- la divergence d’un champ vectoriel est notee 


, . ^ ^ dv x dv v dv z 

dlv(v) = ^. v = — + — + — 


- le rotationnel d’un champ vectoriel est note 


rot (v) — V x v — 


dv z 

dy 


dvy\ _ \dv x 

~Sz\ e ’ + [aT 


dv z _ dv y 

dx Gy dx 


( 1 . 12 ) 


(1.13) 


dv x 

dy 




(1.14) 
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1.8 Theoreme de Stokes-Theoreme de Gauss 
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- le laplacien scalaire d’un champ scalaire est note 

lap (/) = A/ = div \^d (/)] = V • V/ = V 2 (/) (1.15) 

V 2 se lit ’’del de”. 

- le laplacien vectoriel d’un champ vectoriel est note 

V 2 n = An = gra!d [div (n)] — rot [ rot (n)j = VV • (v) — V x [v x n] (1.16) 

1.8 Theoreme de Stokes-Theoreme de Gauss 


1.8.1 Circulation d’un champ vectoriel 

On dehnit la circulation d’un vecteur v le long d’un contour 
B (C), par l’integrale curviligne : 



jv-M ( 1 - 17 ) 

A& 

La circulation de long d’un contour ferme est notee : 

C (v) — jiv ■ dl (1.18) 


1.8.2 Flux d’un champ vectoriel 

On dehnit le flux d’un vecteur v a travers une surface (S) par 
l’integrale double : 

(t>/(S)(y) = jjv-ndS (1.19) 

(S) 

Lorsque la surface (S) est fermee, le vecteur unitaire n est 
dirige de l’interieur vers l’exterieur. 



1.8.3 Theoreme de Stockes 

La circulation d’un vecteur le long d’un contour ferme ( C ) limitant une surface (S) 
est egal au flux de son rotationnel a travers cette surface. 

C (v) = 0 /(5) (fo£ (n)) (1.20) 

j>v-dl = JJ rot (v) ■ ndS (1.21) 

(S) 

Le vecteur unitaire ft est oriente selon la convention du tire-bouchon de Maxwell. 
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Elements d’analyse vectorielle 


1.8.4 Theoreme de Gauss- Ostrogradski (ou theoreme de la di- 
vergence) 

Le flux d’un champ vectoriel a travers une surface fermee (S) est egal a l’integrale de 
sa divergence dans le volume (r) limite par la surface fermee (S) : 

(jj)v ■ ft dS = JJJdiv(v) dr (1-22) 


1.9 Exercice corrige 


Soit deux points M et P de coordonnees respectives M (x, y, z) et P (x P , y P , z P ). 

1 . Calculer r — PA l et r = ||Pill||. 

2. Calculer V (^) au voisinage de M. 

3. Calculer V x (Jgj au voisinage de M. 

4. Calculer V • au voisinage de M. 

Reponses 

1 . 

r = (x- x P ) e x + (y- y P ) e y + (z - z P ) e z 
f — [(a: - x P f + (y - y P f + (z - z P f\ 1/2 


2 . 


V 


(x - x P ) e x + (y- y P ) e y + (z - z P ) e z = _ r_ 
[(x - x P f + (y - y P f + (z- z P f ] 3/2 r3 


3. En tenant compte du resultat precedent et sachant que le rotationnel d’un gradient 
est nul, on obtient : 



4. 



= 0 


1.10 Exercices 

Exercice 1 : On donne le champ F = (y — 1) e x + 2x e y ; trouver le vecteur F au point 
(2, 2, 1) et sa projection sur B, si B = 5 e x — e y + 2 e z . 

Exercice 2 : Soient les vecteurs A = e x + e y , B — e x + 2e y et C = 2e x + e y : 

1. Calculer (^A x B^j x C e t comparer avec Ax ^B x (7). 

2. Calculer d- ^5 x Cj et comparer avec (I x ■ C. 
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Exercice 3 : Exprimer en coordonnees cylindriques ( r,9,z ), le vecteur A donne en 

coordonnees cartesiennes par : 

y X 2 

A = y e x + x e y + e z 

\/x 2 + y 2 

Exercice 4 : Soit un vecteur de module 10 unites dirige de l’origine vers le point 

(5,57t/ 4,0), en coordonnees cylindriques (r, 9, z). Exprimer ce vecteur en coordonnees 
cartesiennes. 

Exercice 5 : Exprimer le vecteur A = A x e x + A y e y + A z e z en coordonnees cylindriques 
(A r , A ff , A z ). 

Exercice 6 : Exprimer le vecteur A = A r e r + Ag ee + A z e z en coordonnees cartesiennes. 

Exercice 7 : Exprimer en coordonnees cartesiennes le vecteur F = r -1 e r donne en 
coordonnees spheriques. 

Exercice 8 : Etablir, a partir des relations de definition, les formules de composition : 

grad jf -frij) - gr ad (p + grad ( g ) ^ 
grad (/ • g) = f ■ grad(g) + g ■ grad(f) 


Exercice 9 : Montrer que grad (/) est normal en chaque point a la surface / = constante 
passant par ce point. 

Exercice 10 : Montrer que la circulation d’un vecteur gradient le long d’un contour 
ferme est nulle. 

Exercice 11 : Etablir les formules de composition : 

div (u + v) — div ( u ) + div ( v ) 
div imv) = m div (v^ + v- grad (m) 
div (u x v) — —u ■ rot(y) + rot ( u ) • v 


Exercice 12 : 
Exercice 13 : 
Exercice 14 : 

Exercice 15 : 

( 2 , 2 , 0 ). 


On donne A = e~ y (cos x e x — sin x e y ) ; chercher V • A. 

On donne A = x 2 e x + yz e y + xy e z ; chercher V • A. 

On donne A = 5x 2 (sin j e x ; calculer V • A pour x = 1. 

On donne A — (x 2 + y 2 ) e x ; calculer V • A au point de coordonnees 


Exercice 16 : On donne A = rsin 9 e r + 2r cos 9 e# + 2 z 2 e 2 , chercher div A . 
Exercice 17 : Etablir la formule de composition : 


div (u x v) = —u ■ rot(v) + rot ( u ) • v 


Exercice 18 : Demontrer les relations : 
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Elements d’analyse vectorielle 


Exercice 19 : Etablir les lois de composition : 

rot (u + v) = rot (u) + rot (if) 
rot(Xv) = Xrot(v) — vx graa(X) 

Exercice 20 : Demontrer la formule de Kelvin : 

<f / d£= [[ VfxdS 
J(C ) JJ{S) 

ou (S) est la surface orientee limitee par la courbe fermee (C) 

Exercice 21 : Soit un champ de vecteurs, A = (y cos ax) e x + (y + e x ) e z ; calculer 

V x A a l’origine. 

Exercice 22 : Etant donne le champ de vecteurs A = 5r sin 9 e z , en coordonnees 

cylindriques (r, 9 , z) ; trouver rot A au point (2, n, 0). 

Exercice 23 : Etant donne le champ de vecteurs A = 5e~ r cos 9 e r — 5 cos 9 e z , en 
coordonnees cylindriques (r, 9 , z), trouver rot A au point (2, 3n/2, 0). 

Exercice 24 : Etant donne le champ de vecteurs A = 10 sin d> e^, en coordonnees 
spheriques (r, 9 , 0), trouver V x A au point (2, 7 t/2, 0). 

Exercice 25 : Soit un champ de vecteurs A(r,t) — ,4 0 exp[j(ud — k ■ r)\ ou le vecteur 
d’onde k a pour composantes k x , k y , k z . Le vecteur A 0 (independant de f et t) a pour 
composantes A 0x , A 0y , A 0z . Demontrer les relations : 

div(A) = -jk-A 
rot(A) = —jk x A 
V 2 A = -k 2 A 


Exercice 26 : Soit le champ scalaire V(r,t) = V 0 exp[j (cot — k ■ r)\ (avec les memes 
notations que pour l’exercice precedent). Montrer que : 

graa( V) = —jkV 
V 2 v = -k 2 V 
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Chapitre 2 
Electrostat ique 


2.1 La loi de Coulomb 


Q 


Deux particules chargees, q et Q placees dans le vide 
p exercent l’une sur l’autre une force appelee force d’inter- 
action electrique. La force exercee par la charge Q sur la 
charge q est donnee par la loi de Coulomb : 


q Q 
47 T£ 0 r 2 


(2.1) 


ou u est le vecteur unitaire qui pointe de la position de Q vers la position de q ; r represente 
la distance separant les deux charges et 

£° = 36?r ^ 1Q _ 9 = 8.854 187 817 x 1(T 12 F m" 1 (2.2) 


est la permittivite du vide. 


2.2 Le champ electrique 


La presence de la charge Q dans une region de l’espace cree dans cette region un champ 
electrique note Eq qui est mis en evidence par la force agissant sur la charge q ; ce qui 
peut se traduire par la relation : 


— q E q 


(2.3) 


Tenant compte de la loi de Coulomb, le champ electrique 
cree par la charge Q, dans une direction donnee par le vec- 
teur unitaire u et a une distance r, est alors defini par : 


47 r £ 0 ^ 2 


(2.4) 


Dans le cas des phenomenes independants du temps ou stationnaires, le champ elec- 
trique est appele champ electrostatique. 
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Electrostatique 


2.3 Principe de superposition 


La presence de plusieurs charges Qi cree un champ electrique resultant egal a la somme 
vectorielle des champs electriques crees individuellement par chacune de ces charges : 




(2.5) 


Le principe de superposition peut etre generalise au cas d’une distribution continue de 
charges. Dans ce cas on considere que la region occupee par les charges est constitute d’un 
ensemble de "petits" elements charges et la sommation peut alors s’ecrire sous la forme 
d’une integrate. 


2.3.1 Champ electrique cree par une distribution lineique de 
charges electriques 



En utilisant le principe de superposition, on considere de pe- 
tits elements de la distribution de charges de longueur dip, situes 
aux points P portant chacun une charge d Q = A (P) dip ou A 
est la densite lineique locale de charge electrique. Le champ elec- 
trique cree par une distribution lineique de charge de longueur i 
est donne par : 


Hm)= L 


A (P) PM 

'(*) 47r£ o ||Pdl||^ 


dip 


(2.6) 


2.3.2 Champ electrique cree par une distribution surfacique de 
charges electriques 



Dans ce cas on considere de petits elements de la distribution 
surfacique de charges de surface dSp , situes aux points P et por- 
tant chacun une charge d Q = cr(P) dSp ou a{P) est la densite 
surfacique locale de charge electrique. Le champ electrique cree 
par une distribution surfacique de charge de surface S est donne 
par : 




a(P) 




(S) 4tt£ 0 \\PM\\ : 


dS P 


(2.7) 


2.3.3 Champ electrique cree par une distribution volumique de 
charges electriques 

Dans le cas d’une distribution continue de charges electriques 
dans un volume (r) avec une densite volumique de charge elec- 
trique p, on considere de petits elements de la distribution volu- 
mique de charges de volume drp, situes aux points P et portant 
chacun une charge d Q = p(P) drp. Le champ electrique cree par 
cette distribution volumique de charge est donne par : 
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s m =ri y ^^dr P 

JJJ(r) 4 tt£ 0 iipmii 3 


(2.8) 


||PM|| 3 

2.4 Proprietes du champ electrostatique 

2.4.1 Le potentiel electrostatique 

Calculons le rotationnel du champ electrique E (M) donne par la precedente equation. 

V x P (M) = V x f f f ™ dtp (2.9) 

./././(r) 47re 0 | |PM| | 3 

Comme on calcule le rotationnel au voisinage du point M, les derivees partielles se cal- 
culent par rapport aux coordonnees (x, y, z) du point M, tandis que integration se fait 
pour des elements de volume portant les charges et situes aux points P ; integration 
de volume se fait done par rapport aux coordonnees (xp,yp,zp) du point P. De ce fait, 
l’operateur V x peut etre introduit dans l’integrale et on obtient alors : 


Vx^ W = ///v> 


p(P) PM 


4tt£ 0 ||PM|| j 


d Tp 


( 2 . 10 ) 


les elements p(P) et d r P sont independants de la position du point M et ne dependent 
que de P, il s’en suit que l’equation precedente peut s’ecrire : 


V x E 


W=JJL 


P{P) , 


P a} 

WW 3 


d Tp 


47T£ 0 

Or nous avons montre dans l’exercice resolu a la hn du premier chapitre que : 

PI il 


||PM 3 || 


= 0 


( 2 . 11 ) 


( 2 . 12 ) 


II s’en suit le resultat fondamental : 


V x P = 0 (2.13) 

Sachant que le rotationnel d’un gradient est nul (voir exercice du premier chapitre, on en 
deduit qu’il existe un champ scalaire appele potentiel electrostatique U tel que : 


E = —VP 

A partir du resultat precedent on peut aisement montrer que : 
d U=-E- d £ 


(2.14) 


(2.15) 


Par integration, on peut montrer que le potentiel electrostatique cree par une charge 
ponctuelle est : 

^ = 4^ < 2 ' 16 > 
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Electrostatique 


On dit que le champ electrostatique E derive d’un potentiel. On peut ecrire de maniere 
equivalente que le champ electrostatique est a circulation conservative, c’est-a-dire qu’il 
satisfait la relation integrate suivante (voir exercice du premier chapitre) : 

j>E-dt= 0 (2.17) 

CO 


ou (r) est un contour ferme quelconque oriente. 

Le principe de superposition peut etre generalise au calcul du potentiel electrostatique. 
- Potentiel electrostatique cree par une distribution discrete de charges 


c/(M) = £% = £ 


4 ITEoTi 


(2.18) 


- Potentiel electrostatique cree par une distribution lineique de charges 


U(M) = [ 

Jm 


A (P) 


He) A'keqWPMW 

Potentiel electrostatique cree par une distribution surfacique de charges 


<P) 

Hs) Atv&q ||p3|| 


a M = ff m 

cree par une di 

U(M) = ((( dr 

JJHr) 47T£o \\PM\\ 


- Potentiel electrostatique cree par une distribution volumique de charges 

P(P) 


(2.19) 


(2.20) 


(2.21) 


2.4.2 Le theoreme de Gauss 


Le champ electrostatique possede des proprietes tres interessantes. En effet considerons 
une charge ponctuelle Q reperee par rapport a un referentiel par le vecteur r P qui cree en 
chaque point M (x, y, z) de l’espace qui l’entoure, un champ E (M) donne par : 


E{M) = 


Q PA% 

4 ^o ||PiS || 3 


(2.22) 


Comme nous pouvons le constater, le champ E (M) possede une singularite en P. 
Considerons une surface fermee (5) telle que la charge Q se trouve a l’exterieur de cette 
surface. A l’interieur du volume (r) delimite par la surface (S) le champ E (M) ne possede 
pas de singularite. Nous pouvons done calculer la divergence de E(M). Or nous avons 
montre dans V exercice resolu [ page 0] que : 


Pid 


(2.23) 


II s’en suit le resultat : 


V-E = 


0 


(2.24) 
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Le flux a travers cette surface fermee est nul car : 

4> E j) K • (IS - JJj V • F: dr - 0 (2.25) 

(S) 

Par contre, lorsque la charge Q se trouve a l’interieur de la surface V • E n’est plus 
definie en (xp, yp, zp). Pour contourner cette difficulty, on considere un volume limite 
par la surface exterieure (S) et par une petite sphere de rayon r B entourant la charge Q. 
Le volume t — t b ne contient pas de charge ; ce volume est limite par la surface fermee 
constitute par la surface exterieure (S) et par la surface (S B ) en remar quant que le vecteur 
unitaire ft doit etre dirige de l’interieur vers l’exterieur du volume r — t b . On exprime le 
flux de E a travers la surface (S) en l’ecrivant sous la forme : 


4>e = (jj) E ■ dS (2.26) 

(S) 

= (jj)E-dS- (jj) E-dS B + (jj) E-dS B (2.27) 

OS) (Sfl) (Sb) 

En utilisant le theoreme de Gauss-Ostrogradski, on obtient : 

( t> E = UJ T V-Pdr + ^B (2.28) 

0{l : JT ^ 

<t> B = (J) E ■ dS B (2.29) 

{S B ) 

est le flux de Eh travers petite sphere (B) de volume t b et de rayon r B , entourant la 
charge ponctuelle Q. 

Dans ce cas : 

JJJ^ W ■ E dr — 0 (2.30) 

car la divergence est definie partout sur r — r B . II nous reste done : 

4>e - 4>b = (jj) E ■ dS B (2.31) 

{Sb) 


Mais dans le cas d’une sphere, il est relativement facile de montrer que : 


^ E ■ dS B = (f E dS B = E 

(Sb) {Sb) 


dS B = E S B = — ^47rr| = ^ 
47T£ 0 r| £ 0 


(2.32) 


Le flux du champ electrostatique a travers une surface (S) fermee entourant une charge 
ponctuelle Q est done egal h Q/e 0 

Ce raisonnement peut etre reconduit au cas ou la surface fermee (S) entoure un en- 
semble de charges Qi. D’ou le theoreme de Gauss pour le champ electrostatique : 

Le flux du champ electrostatique a travers une surface S fermee entourant un ensemble 
de charges ponctuelles Qi est egal a Q/e 0 , Q = ^2Qi etant la charge electrique totale 

contenue dans le volume r limite par la surface fermee S. 
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Electrostatique 


Cette relation constitue le theoreme de Gauss pour le champ electrostatique qui, sous 
cette forme dite integrate, s’ecrit : 


(2.33) 


Si la charge Q est repartie dans l’espace selon une densite volumique de charge p, nous 
avons : 

Q = JJJ pdT (2 ' 34) 


Le theoreme de Gauss peut alors s’ecrire : 

i s - d§= 7jH piT 


(2.35) 


ou (S) est une surface fermee quelconque orientee vers l’exterieur et (r) est le volume 
interieur a ( S ) . En utilisant le theoreme de Gauss-Ostrogradski, on peut ecrire : 

(jj) E ■ dS = JJJw -E dr (2.36) 

OS) C) 

Le theoreme de Gauss etant vrai quel que soit le volume r, on obtient l’equation aux 
derivees partielles suivante qui constitue la forme locale du theoreme de Gauss : 

V • E = - (2.37) 

Cette equation relie E aux charges qui constituent les sources du champ electrostatique. 


2.4.3 Le vecteur excitation electrique D 

Dans le vide le vecteur excitation electrique D est defini par la relation : 


D = e 0 E (2.38) 

Le theoreme de Gauss pour D s’ecrit sous la forme : 

V • D - p (2.39) 

2.4.4 Equation de Poisson - Equation de Laplace 

Sachant que E — —VU, le theoreme de Gauss V • E = — p devient : 

£o 

V • [-VC/1 - —p (2.40) 

L J So 

Or le laplacien scalaire de U est defini par : 

V 2 t/ = V-W (2.41) 
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D’ou F equation aux derivee partielle satisfaite par le potentiel electrostatique U : 

V 2 t/=-— (2.42) 

£o 

Cette equation aux derivees partielles porte le nom de equation de Poisson pour U. 

En absence de charges electriques, p = 0 et on obtient alors l’equation de Laplace pour 


V 2 U = 0 

(2.43) 

L’equation de Poisson pour le potentiel electrostatique U : 


V 2 U = -?~ 

(2.44) 

£o 


admet comme solution : 


U (M) = [[[ — p ( P _^ dr 
JJJ Att£ 0 \\PM\\ 

(2.45) 


Cette expression permet de calculer le potentiel scalaire U au point M (x, y, z) cree par 
une distribution de charges electriques dans un volume (r) qui est decoupe en elements 
de volumes dr localises aux points P (x P ,y P , z P ) ou les charges sont dehnies localement 
par la densite volumique de charges p (x P , y P , z P ). 


2.5 En resume 

Les deux equations fondamentales de 1’ electrostatique dans le vide sont : 



Forme locale 

Forme integrale 

E conservatif 

v x e = o 

^E-d£ = 0 

Theoreme de Gauss pour E 

V-E= ^ 
£o 

p- dS =iSSL pdT 


2.6 Exercices 

Exercice 1 : On donne E = 10 x e x (mV m -1 ) ; determiner le flux de E traversant une 
surface de 1 m 2 , perpendiculaire a l’axe des x a l’abscisse x = 3 m. 

Exercice 2 : Determiner le flux de E traversant une portion de surface de 1 mm 2 , prise a 
la surface d’une enveloppe cylindrique, autour du point de coordonnees r = 10 m, z = 2 m 
, 9 = 53.2° quand 

E = 2 x e x + 2 (1 — y) e y + A z e z (mV m -1 ) 

Exercice 3 : On donne en coordonnees cylindriques la repartition de charges suivantes 
p = 5 re~ 2r (Cm -3 ). Utiliser le theoreme de Gauss pour trouver E ; en deduire D. 
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Electrostatique 


Exercice 4 : Dans un systeme de en coordonnees cartesiennes, on donne E = a z e z 
dans la region —l<z<letE = (az/\z\) e z partout ailleurs ; a etant un parametre 
dont on precisera les dimensions. Trouver la densite de charges p. 

Exercice 5 : Etant donne le champ excitation electrique 

D = d [r 2 + z 2 ') ^ (r e r + z e z ) 

en coordonnees cylindriques, trouver la densite de charges. 

Exercice 6 : Soit 

D = — — ~r (1 — cos 3r) e r 
nr 2 

en coordonnees spheriques, chercher la densite de charge. 

Exercice 7 : On donne le champ de vecteurs D — (10x 3 /3) e x (Cm -2 ) ; evaluer les 

deux membres de l’egalite du theoreme de la divergence pour le volume d’un cube de 2 m 
de cote, centre a l’origine et dont les aretes sont paralleles aux axes. 

Exercice 8 : Soit le champ de vecteurs D = 30 e~ r e r — 2z e z (Cm -2 ) en coordonnees 
cylindriques, evaluer les deux membres de l’egalite du theoreme de la divergence pour le 
volume limite par r = 2m, z — 0 et z — 5m. 

Exercice 9 : Soit le champ D = (10r 3 /4) e r (Cm -2 ) en coordonnees cylindriques; 

evaluer les deux membres de l’egalite du theoreme de la divergence pour le volume limite 
par r = 1 m, r = 2 m, z = 0 et z = 10 m. 

Exercice 10 : Soit le champ D = (5r 2 /4) e r (Cm -2 )en coordonnees spheriques; evaluer 
les deux membres de l’egalite du theoreme de la divergence pour le volume delimite par 
r = 4 m, et 9 = 7r/4. 

Exercice 11 : La region de l’espace entre les plans conducteurs situes en x = 0 et x — d, 
contient une distribution uniforme de charges electriques de densite p. Les conditions aux 
frontieres sont : U (x ~ 0) = 0 et IJ (x = d) = U {) . On neglige les effets de bord. 

Pour 0 < x < d, calculer : 

1. Le potentiel electrostatique U (x), 

2. Le champ electrique E . 

Exercice 12 : Soit deux plans conducteurs paralleles y = 0 et y = 0.02 m; l’origine 
des potentiels est prise en y = 0.01m. Si D = 253 e y (nCm -2 ) entre les conducteurs, 
determiner les potentiels des conducteurs sachant que l’on neglige les effets de bord. 


H. Djelouah 



2.6 Exercices 


15 


Exercice 13 : 

1. Calculer le potentiel U ( x ) dans la region 0 < x < 1 contenant une densite de 
charge uniforme p = — 4£ 0 . Ce potentiel doit satisfaire les conditions aux frontieres 
suivantes U (0) = 3 V et U (1) = 0 V. 

2. En deduire le champ electrique E (x). 


Exercice 14 : Trouver la fonction potentiel et le champ electrique dans la region comprise 
entre deux cylindres circulaires droits concentriques. Le cylindre interieur a pour rayon 
r = 1 mm et est au potentiel U = 0 V ; l’autre a pour rayon r — 20 mm et est au potentiel 
U = 150 V. On neglige les effets de bords. 

Exercice 15 : 

La figure ci-contre represente deux cones conducteurs de meme axe 
et opposes par le sommet. Le demi-angle au sommet est 9\. Les som- 
mets des deux cones sont separes par un isolant en z = 0. Les potentiels 
des cones sont respectivement U\ et U 2 - Calculer le potentiel electro- 
statique U ( 9 ) en fonction de Ui, U 2 , 9i et 9 , pour 9i < 9 < n — 9i. 

Exercice 16 : La distribution spatiale du potentiel electrostatique 
est donnee par la fonction quadratique suivante : 



%{x,y) = - 


_p_ 

4s 0 


(x 2 + y 2 ) 


Veriher que cette equation satisfait V equation de Poisson. 

Exercice 17 : La distribution de charges electriques dans une region de l’espace est 

caracterisee par sa densite volumique qui depend du potentiel electrostatique : 


£ 0 U 



A 0 etant une constante appelee longueur de Debye. Cette 
symetrie spherique. 

1. Ecrire l’equation de Poisson en coordonnees spheriques. 

2. Faire le changement de variable W = rU et montrer que 


distribution presente une 


d 2 W 

dr 2 


= CW 


Donner V expression de C en fonction de A 0 

3. En deduire l’expression de U en fonction de r. 


Exercice 18 : Soit deux spheres concentriques dont les potentiels et les rayons sont 
respectivement U = 0 V, r = 0.10 m pour la premiere sphere et U = 100 V, r = 2.0 m pour 
la seconde sphere. En supposant qu’il y ait le vide entre les deux spheres concentriques, 
trouver E et D. 
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Chapitre 3 

Electrocinetique et magnet ost at ique 


3.1 Electrocinetique - Vecteur densite de courant 

Un courant electrique correspond a des charges electriques mobiles. On appelle vecteur 
densite de courant j , le vecteur tangent a la ligne de courant, et defini par 

J=PmV m (3.1) 

ou p m est la densite volumique de charges mobiles et v m la vitesse d’entrainement de 
ces charges mobiles. Le module de ce vecteur represente la charge qui traverse par unite 
de temps, l’unite de surface perpendiculaire a la direction de deplacement des charges 
mobiles; il s’exprime en Am -2 . 

Le courant / traversant une surface (S) quelconque est 
le flux de j a travers cette surface : 

I = JJj-ndS (3.2) 

En regime stationnaire, c’est-a-dire lorsque le vecteur den- 
site de courant j est independant du temps, le flux de j est 
conservatif ce qui se traduit par les relations integrate et 
locate : 

(jjjj-n dS — 0 (3.3) 

C s ) 

V-/= 0 (3.4) 

Densite de courant surfacique : Lorsqu’un courant se trouve, a l’echelle macroscopique, 
etendu sur une surface, on parte de densite de courant surfacique. On dit qu’un courant 
admet une densite surfacique js de courant sur une surface S si l’epaisseur Ae de la 
couche ou circulent les charges mobiles de densite volumique p m est tres inferieure aux 
dimensions laterales de la surface S. La densite de courant surfacique est donnee par : 

js = / j de (3.5) 

Jo 

ou l’integrale est faite sur l’epaisseur Ae, c’est-a-dire dans une direction orthogonale a la 
surface consideree. 

L’unite de js est le Am -1 car son unite est celle de j multipliee par une longueur. 
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Electrocinetique et magnetostatique 


Ae 




Ainsi le courant electrique qui parcourt une surface S 
est egal au flux du vecteur densite surfacique de courant 
a travers une ligne. L’intensite passant a travers une ligne 
[AB] contenue dans la surface S s’ecrit : 

I S' = J a js-n d£ (3.6) 


ou di est l’element de longueur de la ligne [AB] et n est un vecteur unitaire tangent 
a la surface S et normal a la ligne [AB] en tout point. 


3.2 Magnetostatique 

3.2.1 Introduction 

La force agissant sur une charge ponctuelle q depend generalement non seulement de 
la position de cette charge mais egalement de sa vitesse v. Cette force F est decomposee 
en deux composantes, la composante electrique F e (qui ne depend pas de la vitesse de la 
charge) et la composante magnetique F m (qui depend de la vitesse de la charge). Toutes 
les proprietes de la force magnetique peuvent etre decrites par l’introduction de la notion 
de champ magnetique note usuellement B qui s’ exprime en tesla (T). La force magnetique 
F m est decrite par : 

F m — qv x B (3.7) 

La force resultante agissant sur la particule chargee est appelee force de Lorentz ; elle 
s’ecrit : 

F = F e + F m = q [E + v x B] (3.8) 

Cette definition est universelle, elle s’applique aussi bien pour les champs stationnaires que 
pour les champs dependant du temps et quelle que soit la vitesse v. Dans 1’ approximation 
non relativiste la force de Lorentz comme toute autre force, ne depend pas du referentiel 
d’inertie choisi. Par contre sa decomposition en composante electrique et composante 
magnetique n’a de signification que si le referentiel d’inertie utilise est explicitement defini. 

L’expression de la force de Lorentz peut etre consideree comme la definition du champ 
electrique E et du champ magnetique B. Le champ magnetique B, contrairement au 
champ electrique E , n’exerce aucune force sur une charge immobile. 

3.2.2 Le champ magnetique 

Les experiences montrent que le champ magnetique est cree par des particules chargees 
en mouvement (courants electriques) . 

Le champ magnetostatique B obeit a deux lois : 

1. Le champ magnetique B cree par un courant / est donne par le theoreme d’ Ampere : 
£ B ■ di = fi 0 I (3.9) 

ou T est une courbe fermee quelconque traversee par le courant electrique /. 

Ho = 47T x 10 -7 Hrn^ 1 
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est la permeabilite magnetique du vide. Si le courant / correspond a une distribution 
de charges electriques mobiles definissant un vecteur densite de courant j, alors le 
courant / encercle par la boucle fermee T est le flux de j a travers une surface 
quelconque delimitee par T : 

I- jjj-dS (3.10) 

Le theoreme d’ampere s’ecrit alors : 

-d£ = no JJj-dS (3.11) 

En tenant compte du theoreme de Stokes : 

£ B-d£ = JJv xB-dS (3.12) 

on obtient 

jjv xB-dS = no jjj'dS (3.13) 

Cette egalite etant vraie quelle que soit la surface S, on obtient la forme locale du 
theoreme d’Ampere qui s’ecrit : 


V x /; - //(, J (3.14) 

2. Le flux du champ magnetique a travers une surface fermee S quelconque est nul. On 
dit que le champ magnetostatique est a flux conservatif. Cette propriete est traduite 
par F integrate suivante : 

(jj)B-dS = 0 (3.15) 

m 

En tenant compte du theoreme de Gauss-Ostrogradski, on obtient l’equation du flux 
magnetique : 

VB = 0 (3.16) 


3.2.3 Le vecteur excitation magnetique 

En introduisant le vecteur excitation magnetique H (Am -1 ) defini par : 


H= — 
Ho 


(3.17) 


le theoreme d’Ampere devient 


// f; 

< H ■ dS = JJj'dS 

(3.18) 

ou encore sous la forme locate 

V x H — j 

(3.19) 
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3.2.4 Potentiel vecteur A 

Jauge de Coulomb 

Sachant que V • B = 0 et que la divergence du rotationnel d’un champ vectoriel est 
nulle, on en deduit qu’il existe un champ vectoriel A appele potentiel vecteur tel que : 

5 = V x A (3.20) 

Ce potentiel vecteur n’est pas dehni de maniere unique. En effet considerons un autre 
champ vectoriel A! tel que : 

A' = A + V(/) (3.21) 

Calculons le champ magnetostatique B' associe a A' : 

B' = Vx (A') 

= VxA+Vx (V</>) 

= VxI 

= B 

car le rotationnel du gradient d’un champ vectoriel est egal a zero. 

Nous voyons done que les deux potentiels vecteurs A et A! = A + V<j) qui ne different que 
par V<p conduisent au meme champ magnetostatique B. On dit que le potentiel vecteur 
est defini a un gradient pres. Pour definire A de maniere unique, il faut imposer une 
condition supplementaire a A. Cette condition est appelee condition de jauge. La plus 
utilisee en magnetostatique est la condition de jauge de Coulomb qui s’ecrit 


f-A-U 

(3.22) 

Equation de Poisson pour A 

En remplagant B par B = V x A dans le theoreme d’Ampere : 
Vx5 = /i 0 J 

(3.23) 

et en tenant compte de la jauge de Coulomb V • A = 0, on obtient 
V x (V x A) = noj 

(3.24) 

v(v-a)-v 2 a = /x 0 J 

(3.25) 

- V 2 A = /a 0 j 

(3.26) 

Ce resultat constitue l’equation de Poisson pour le potentiel vecteur : 
V 2 A = -/log 

(3.27) 

En absence de courants, on obtient l’equation de Laplace pour A : 
V 2 A = 0 

(3.28) 
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3.2.5 La loi de Biot-Savart 

La loi de Biot-Savart pour A 

Pour trouver une solution a l’equation de Poisson pour A, nous procederons par ana- 
logie avec la solution obtenue dans le cas de l’electrostatique pour le potentiel electrosta- 
tique. L’equation de Poisson pour le potentiel electrostatique U : 

V 2 t/=-^ (3.29) 

£o 

admet comme solution : 

(3 - 3o) 

De meme, l’equation vectorielle pour A, peut s’ecrire comme un ensemble de trois equa- 
tions aux derivees partielle pour chacune des composantes A x , A y et A z de A : 

[V 2 4 = -nj x 

V 2 A y = -fijy (3.31) 

l VM, = -fij z 

Chacune de ces equations scalaires admet, par analogie avec la solution pour le potentiel 
scalaire, une solution sous la forme : 

f A X (M) 


Ay (M) 


A z ( M ) 


-/If: 

-III: 

-III: 


Vo 3x {P) f] 

4tt||pS1| 

ell^Sjl 

Vo iz (P) 

47r||Pdl|| 


(3.32) 


dr 


Ce qui peut ecrit sous une forme vectorielle qui constitue la loi de Biot-Savart pour le 
potentiel vecteur : 


i(M) = /// 


Vo 3 (P) 


d t 


(3.33) 


Dans un systeme de coordonnees cartesiennes, la loi de Biot-Savart s’ecrit : 


A ( x,y , 2 


HU 


Vo j (x P , yp , z P ) ( 

471 -yj ( X - Ip) 2 + {y- yp ) 2 + {z- z P ) 2 


(3.34) 


Cette expression permet de calculer le potentiel vecteur A au point M (x, y, z) cree par 
une distribution de courants electriques dans un volume (r) qui est decoupe en elements 
de volumes dr localises aux points P (xp, yp, zp) ou les courants sont definis localement 
par le vecteur densite de courant j (x P , y P , z P ). 
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Loi de Biot-Savart pour le champ magnetique B 

Le champ magnetique B peut etre obtenu a partir du potentiel vecteur A a partir de : 
B = VxA (3.35) 

A*o j(xp,yp,z P ) 

(x - x P ) 2 + (y- y P ) 2 + (z - z P ) 2 

Le rotationnel etant calcule autour du point M, les operations de derivation se font 


* = M// 

i] 

*=///* 


-dr 


(3.36) 


par rapport aux coordonnees x, y et z. Comme l’integration se fait par rapport aux 
coordonnees x P , y P et z P , nous pouvons ecrire : 


Ao j{x P ,yp,z P ) 


(3.37) 


Rappelons que : 
d’ou 


4 tt ^/ (x - x P ) 2 + (y- y P ) 2 + (z - z P ) 2 
Vx(/«>V/x« + /VxiI (3.38) 


3 (x P ,y P ,z P ) 


\]{x- x P ) 2 + {y- y P ) 2 + {z- z P ) 2 


yj{x- x P ) 2 + (y- y P ) 2 + {z- z P f 

1 




\/{x- xp) 2 + (y- y P ) 2 + (z- z P )‘‘ 

1 


VxJ(P) (3.39) 


(3.40) 


PM 

{s/(x-x P )i + ( y -y P ) t + (z-z P )*) l|K? IP 

et comme on calcule le rotationnel en derivant par rapport ax, y et z et que j{P) ne 
depend que de x P , y P et z P : 

V x j(P) = 0 (3.41) 

on obtient la loi de Biot-Savart pour le champ magnetique B 

S = (3.42) 

4 tt JJJ \\PMf 

Si on appelle u le vecteur unitaire du vecteur Pill, l’equation ci-dessus devient : 

B = -^ 

AttJJJ ||pid||2 

B = — f f [ x *a 

4tt JJJ ||pjlf||i 

Cette derniere expression constitue la loi de Biot-Savart pour le champ magnetique B ; 
elle exprime le champ magnetique cree au point M par les vecteurs densite de courants 
j ( P) localises aux point P a l’interieur du volume r. 


* dr 

(3.43) 

dr 

(3.44) 
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Une expression pratique plus interessante peut etre ob- 
tenue pour calculer B en fonction du courant I. En effet, 
on peut simplifier cette integrate dans le cas de courants fi- 
liformes (le conducteur filiforme est oriente dans le sens du 
courant) : 


B - f x “ 


(3.45) 


Exercice resolu : Champ cree a grande distance par un dipole magnetique 



On dispose d’une spire circulaire de centre O, de 
rayon a, d’axe (Oz), parcourue par un courant /. On 
veut calculer le champ magnetique cree en un point M 
a grande distance de la spire :OM a . Le point M 
est repere par le vecteur 0 M. 

Soit P un point courant de la spire, repere par 
l’angle <p entre u x et oA Le potentiel vecteur cree en 
M par un element d ip de la spire situe en P vaut : 


On a : 


De plus 


done 


d£p 


PM = 


1 

M 


d A(M) = 

_ p 0 I dip 
= 4tt PM 

(3.46) 

0?=| 

acosp 
a simp 
> 0 

(3.47) 

f — asin(/?d<p 
= d OP = d<p < — acostpd (p 

{ o 

(3.48) 

oii= < 

f 0 

l r sin 6 
[ r cos 6 

(3.49) 

oii-oP-- 

( — a cos ip 
= < r sin 9 — a sin ip 
[ rcosd 

(3.50) 


1 

(3.51) 

( 



/ a . a 

r 1 — 2- sin 0 cos ip H — - 
\ r r 2 


En faisant un developpement limite de p M au premier ordre en on obtient : 


1 

~PM 


1 

r 


^1 H — sin 6 sin 


(3.52) 
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On reprend l’expression de dA et on obtient : 


Ro 1 


Sachant que : 


—a sin (pd(p ^1 + - sin 9 sin 
47 rr \ a cos P dp (^1 + - sin 9 sin ipj 

l o 

/■27T r 2w 

/ cos(<^) dip — / sin(<p) dp = 0 

Jo Jo 

r2n 

/ cos(<p) sin(<£>) dp = 0 
Jo 

r2n r2iY 

/ sin 2 (<p)d<p = / cos 2 (</?) dp = n 

Jo Jo 


on obtient le potentiel vecteur A : 

f2ir 

A (M) — / dA = 
Jo 


Pol a 2 
4r 2 S 


(3.53) 


(3.54) 

(3.55) 

(3.56) 


(3.57) 


En tenant compte de la definition du moment magnetique de la spire : 

m = 7T a 2 I e z (3.58) 

on obtient : 

r irw . a 

A(M)=\ o P 69) 

Finalement on peut ecrire le potentiel vecteur cree a grande distance par une spire de 
moment magnetique DJI sous la forme : 





(3.60) 


Sachant que E? = V x A, on peut montrer que le champ magnetique B peut s’ecrire sous 
la forme : 

B(M ) = (2 cos(6>)-u r + sin (9)uq) (3.61) 

4 nr 6 

Remarque : On remarquera la ressemblance importante avec le champ electrostatique 
cree a grande distance par un dipole electrostatique p : 



Magnetostatique 

Electrostatique 

Champ 

B(M) = (2 cos(9)u? f Sin {9)ug) 

E{M) = ^ ^ (2 cos (9)u r + sin(fl)'Ug) 
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3.3 En resume 

L’ ensemble des proprieties du champ magnetique est done contenu dans les deux seules 
equations locales de Maxwell dans lesquelles il est present. Dans le vide, les deux equations 
fondamentales de la magnetostatique sont : 



Forme locale 

Forme integrate 

Theoreme d’Ampere 

V x B = no J 

£ B • df = po j fj-dS 

Equation du flux magne- 
tique 

V B = 0 

(jj) B-dS = 0 


3.4 Exercices 

Intensity de courant, Densite de courant 

Exercice 1 : 


It 



Un courant d’intensite I T , parcourt un filament le long de l’axe des z et penetre une 
fine nappe conductrice en z = 0. Exprimer le vecteur densite de courant surfacique jg 
pour cette nappe. 

Exercice 2 : Etant donne la densite de courant j = 10 3 sin (9) e r (Am -2 ), trouver 
l’intensite du courant qui traverse la surface d’une sphere de 0.02 m de rayon . 

Exercice 3 : Une nappe de courant de largeur 4 m est situee dans le plan z — 0 et est 
parcourue par un courant d’intensite 10 A qui se propage du point origine vers le point 
(1, 3, 0) m. Trouver l’expression du vecteur densite de courant surfacique. 

Exercice 4 : Dans un conducteur cylindrique de 2 mm de rayon, la densite de courant 
varie avec la distance a l’axe d’apres la relation j = 10 3 e -400r (A m -2 ). Trouver l’intensite 
totale du courant. 

Theoreme d’Ampere et champ magnetique 

Exercice 5 : Calculer le champ magnetique B dans la region entourant un courant 
filiforme rectiligne infiniment long, d’intensite I. En deduire le potentiel vecteur A. 
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Exercice 6 : Trouver une expression du champ magnetique B cree par une nappe plane 
infinie de courant, de densite surfacique uniforme js, contenue dans le plan xOy. En 
deduire le potentiel vecteur A correspondant. Calculer le flux magnetique a travers la 
surface rectangulaire limitee par les points M (0, 0, 1), N (0, 2, 1), P (0, 2, 2) et Q (0, 0, 2). 

Exercice 7 : Un conducteur cylindrique creux de faible epaisseur, de rayon a et de 

longueur infinie est parcouru par un courant d’intensite I. Trouver H en tout point, a 
l’aide du theoreme d’Ampere. 

Exercice 8 : A l’aide du theoreme d’Ampere, calculer H cree par un conducteur cylin- 
drique plein, de rayon a, parcouru par un courant d’intensite I, uniformement reparti a 
travers la section droite. Deduire le vecteur densite de courant j a partir de H. 

Exercice 9 : Dans un systeme de coordonnees cylindriques, la densite de courant est 


4.5 e 2r e z Am 2 0 < r < 0.5m 

0 partout ailleurs 


Trouver H par le theoreme d’Ampere. 

Exercice 10 : L’excitation magnetique H en tout point interieur a un conducteur 

cylindrique de rayon r 0 = 1 cm est donnee par : 


fj 10 f 1 ■ r \ 

H = I — sm (ar) - 


- cos (ar)^j eg (An 


avec a — 7r/2r 0 . Trouver, en utilisant deux methodes differentes, l’intensite totale du 
courant dans le conducteur. 


Exercice 11 : 


y 


Soient A 0 une constante et (e r , eg, e z ) la base de vecteurs uni- 
taires du repere local en coordonnees cylindriques. 

1. Calculer le champ magnetique B associe au potentiel vec- 
teur 


A = A 0 rsin# e z . 


2. Calculer le flux deHa travers la surface de la spire carree 
de cote a contenant l’axe Oz et faisant un angle 9 avec l’axe 
Ox. 
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Exercice 12 : 



Une spire circulaire de rayon a et d’axe Oz, est 
parcourue par un courant d’intensite /. Elle cree un 
champ magnetique B en tout point M defini par : 

Oil! = f— xe x + ye y + ze z . 

On se propose dans cet exercice de calculer le champ 
magnetique B(M) en appliquant la loi de Biot-Savart 
pour le champ magnetique. 


1. Rappeler la loi de Biot-Savart pour le champ magnetique B. 

2. En utilisant la meme demarche que l’exercice corrige [ page [23] ] , calculer le champ 
magnetique d B cree au point M par un element de la spire dip situe en un point 
courant P de la spire. 

3. En deduire les composantes du champ magnetique B cree par cette spire. 
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Chapitre 4 

Le regime variable 


4.1 Introduction 

Le regime variable est caracterise par des proprieties specifiques liees a la dependance 
des champs en fonction du temps. Ces particularity sont : 

Le phenomene d’induction : Un circuit filiforme au repos et parcouru par un courant 
invariable n’entraine l’apparition d’aucune f.e.m ou d’aucun courant dans un autre 
circuit filiforme au repos. II n’en est pas de meme si le courant varie ou si les cir- 
cuits en presence se deplacent l’un par rapport a l’autre : la f.e.m ou le courant qui 
apparaissent sont dus au phenomene d’induction. Ce phenomene entraine l’appari- 
tion d’un champ electrique supplemental (appele champ induit) ; ce qui conduit a 
modifier la propriete fondamentale du champ electrique . 

Le phenomene de capacite : Un circuit comprenant un condensateur alimente par 
une source de tension variable en fonction du temps, est parcouru par un courant 
variable bien que la continuity electrique soit interrompue par l’espace entre les 
armatures du condensateur. Dans ce cas l’intensite du courant n’est plus conservee 
tout au long du circuit puisqu’elle est nulle dans l’espace entre les armatures. II n’est 
done plus possible d’appliquer le theoreme d’Ampere. Pour conserver la validite de 
ce dernier, nous serons amenes a introduire le courant de deplacement. 

Le phenomene de propagation : Considerons un ensemble constitue par des circuits 
parcourus par des courants et par des distributions de charge variant en fonction du 
temps ; cet ensemble pouvant etre au repos ou en mouvement. Au voisinage de ces 
distributions regnent un champ electrique et un champ magnetique. Contrairement 
au cas stationnaire, ces champs ne sont pas synchrones avec les sources, e’est-a-dire 
qu’a un instant t donne, ces champs dependent des valeurs des sources a un instant 
anterieur qui est fonction de la distance separant le point d’ observation des sources. 
Nous exprimons ce fait en disant qu’il y a propagation a vitesse finie des champs 
a partir des sources qui leur donnent naissance et le retard est d’autant plus grand 
que le point ou l’on desire connaitre les champs est eloigne des sources. 

Toutefois dans le cas de regimes variant assez lentement en fonction du temps, on 
fait des approximations qui permettent de negliger certains termes dans les equations 
de Maxwell. Cet ensemble d’approximations est appele l’approximation du regime quasi- 
stationnaire (A.R.Q.S). 
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4.2 L’induction electromagnetique 

4.2.1 La loi de Lenz 

On peut induire une f.e.m dans un circuit filiforme (C) ferme en faisant varier le flux 
magnetique a travers le circuit : c’est le phenomene d’induction electromagnetique. Les 
cas de variations du flux du champ magnetique a travers un circuit sont : 

- Le cas d’un circuit mobile dans un champ magnetique permanent, 

- Le cas d’un circuit fixe dans un champ magnetique variable, 

- le cas general d’un circuit mobile dans un champ magnetique variable. 

Pour trouver de maniere qualitative le sens du courant induit, on utilise la loi de Lenz qui 
stipule que : 

Le sens du courant induit est tel que le champ magnetique qu’il cree s ’oppose 
a la variation de flux qui lui a donne naissance. 

Puisque une f.e.m apparait dans le circuit ( C ) et y fait circuler un courant ceci implique 
l’existence d’un champ electromoteur agissant sur les porteurs de charge du circuit (C). 
Ce champ est appele champ electrique induit. 


4.2.2 Loi de Faraday 


Pendant un temps df, la variation du flux magnetique total a travers une surface 
quelconque s’appuyant sur le circuit (C) est (1(f) ; la f.e.m induite e s’exprime a l’aide de 
la loi de Faraday : 


d (f) 

d t 


(4.1) 


Cette loi, etablie experimentalement pour des variations relativement lentes du flux ma- 
gnetique en fonction du temps, est valable pour tout regime variable et elle sert de base 
a l’etude de l’electromagnetisme classique. 


4.2.3 Equation de Maxwell-Faraday 

Considerons un circuit (C) au repos soumis a un champ variable. Un champ electrique 
va prendre naissance dans tout l’espace ou existe un champ magnetique variable. Le champ 
electrique induit joue un role de champ electromoteur et la f.e.m apparaissant dans tout 
le circuit (C.) peut s’ecrire : 


*=f s ‘- dr =-t = ~ltII s - dS < 4 - 2 > 

(CO (O 

ou (S) est une surface orientee s’appuyant sur le contour oriente (C). 

En permutant les operateurs d’integration et de derivation on a : 

/* - M 

(C) (S) 
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car le circuit (C) etant immobile, la surface (S) Test aussi et dS est independant du temps. 
En appliquant le theoreme de Stokes nous pouvons ecrire : 

/£.. rf r=//vxB i . d S=-//f -iS (4.4) 

(C) (S) ( s ) 


Cette egalite etant satisfaite quelle que soit (S) s’appuyant sur (C), il en resulte : 


vx4 


as 

dt 


(4.5) 


Remarquons que s’il existe en plus du champ electrique induit un champ electrostatique 
Es, le champ total E est la somme du champ electrostatique Mg et du champ electrique 
induit Mi ■ 

E = E s + Ei (4.6) 

On peut aisement verifier que E satisfait la relation la relation de Maxwell-Faraday : 


[4+A]=v x 4 = -f 

(4.7) 

V x E s = 0 

(4.8) 


En definitive, nous devons retenir de l’etude du phenomene d’induction electromagne- 
tique le resultat fondamental suivant : 

En chaque point de I’espace ou existe un champ magnetique variable nous 
devons associer un champ electrique induit variable a circulation non conser- 
vative c’est-a-dire ne derivant pas d’un potentiel. 

L’ensemble de ces deux champs (E, B) constitue le champ electromagnetique. 


4.3 Le theoreme de Maxwell- Ampere 


4.3.1 Le phenomene de capacite 



Considerons l’exemple simple schematise par la fi- 
gure. Lorsqu’on relie le condensateur C au generateur 
G, il circule pendant un temps tres court un courant 
variable I(t). Ce courant cree un champ magnetique B 
que l’on pourrait calculer a l’aide du theoreme d’Am- 
pere. 

Pour calculer le champ magnetique en M, on consi- 
dere le cercle T de rayon OM = r, et l’on a : 

j> B-d£ = n 0 I (4.9) 
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Cette equation exprime le fait que l’integrale curviligne de B sur une boucle fermee est 
egale a /j 0 fois le courant total qui traverse une surface quelconque limitee par la boucle 
fermee L. On peut calculer le champ magnetique en M en utilisant successivement deux 
surfaces differentes S et S' s’appuyant sur le contour T et en appli quant pour chacune 
d’entre elles le theoreme d’Ampere sous sa forme integrate. 

- Cas de la surface S : Le courant total traversant S est bien egal au courant / et on 
obtient : 


B = 


- ^ (4.10) 

2tt r v ' 

- Cas de la surface S' : Cette surface passant entre les plaques du condensateur n’est 
traversee par aucun courant puisque les charges electriques ne se deplacent pas entre 
les plaques du condensateur. Si on utilise le theoreme d’Ampere, on obtient : 


j^B-de = 0 (4.11) 

Le resultat de ce calcul serait alors B = 0. Ce qui est en contradiction avec le resultat 
obtenu avec la surface S. Pour lever cette ambiguite, il faut modifier le theoreme 
d’Ampere. 

Dans le condensateur, il n’y a pas de charges mobiles, done pas de courant de 
conduction. Par contre il y a un champ electrique variable durant la charge du 
condensateur et qui est egal a : 


E = — (4.12) 

£o 

cr etant la densite superficielle de charges electriques sur les plaques du condensateur. 
La charge totale portee par une armature du condensateur de surface E est : q = crE. 
Le courant de conduction / a l’exterieur du condensateur est lie a la charge du 
condensateur par I = ^ , d’ou : 


J = dq = d(a E) = d(£pE) ^ = dE ^ = dD ^ 
dt dt dt ~° dt dt 


(4.13) 


ou D — £p E est le vecteur excitation electrique entre les armatures du condensateur. 
Entre les armatures du condensateur, le courant ne correspond pas a un mouvement 
de charges electriques mais il est lie au champ electrique variable entre les armatures 
du condensateur. Il est appele courant de deplacement et nous le noterons I D . Ainsi 
si on suppose que le courant entre les plaques du condensateurs est Id- Le courant 
total traversant la surface S' est Id et si on utilise le theoreme d’Ampere en prenant 
en compte le courant de deplacement, on obtient le meme resultat que celui qui a 
ete obtenu en utilisant la surface S. 

L’introduction du courant de deplacement va permettre de generaliser aux regimes 
variables le theoreme d’Ampere dans lequel on devra considerer le courant total, 
somme du courant de conduction correspondant a des charges electriques mobiles, 
et du courant de deplacement correspondant a un champ electrique variable dans le 
temps. 


4.3.2 Le vecteur densite de courant de deplacement 

Le courant lie au mouvement des charges electriques sera note dans la suite / et le 
courant de deplacement qui correspond a un champ electrique variable sera note I D - On 
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appelle le courant total It = I + Id- A ces courants on associe respectivement : 

- le vecteur densite de courant lie au mouvement des charges electriques j, 

- le vecteur densite de courant de deplacement j D defini par 


dD 


dE 


- le vecteur densite de courant total 


(4.14) 


3t = j + 3 d 


(4.15) 


4.3.3 Le theoreme de Maxwell- Amp ere 

Le theoreme d’Ampere peut etre generalise a condition de l’appliquer au courant total. 
La relation de Maxwell- Ampere qui en est la traduction s’ecrit : 


dE 

VxB = nojr = Po j + Vo £ o-Qjr 
La relation integrate du theoreme d’Ampere generalise est : 

/ B ' d ^ = II fM * T ' d ^ = II ( ,lo£ ° d ()i ) ' d ^ 

(r) (5) (S) V J 

On obtient le resultat fondamental : 

Un champ electrique variable cree un champ magnetique. 


(4.16) 


(4.17) 


4.3.4 Equation de continuite 

Considerons une surface fermee (S) entourant un volume (r) ; si p est la densite volu- 
mique de charge electrique et q la charge electrique totale du volume (r) a l’instant t, on 

q = III pdT ^ 4 ' 18 ^ 

P 

Pendant l’intervalle de temps dt la variation de la charge totale est dq, et le taux de 
variation de charge s’ecrit : 

i-d#"') ><»> 

mais (jj)j-dS represente la charge totale sortant de la surface (S) par unite de temps, 
(S) 

done par suite de la conservation de la charge : 


et 


d i = -^- d§ < 42 °) 

(m 

itllJJ i,dT ) = -Jft dS <42i) 

V (r) J ( S ) 
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En changeant l’ordre des operations par rapport a l’espace et par rapport au temps, on 

///£*=- $ m (-) 

(r) (5 fermee) 

or, d’apres le theoreme d’Ostrogradsky : 

( fj-dS = HI V-jdr (4.23) 

done 

///[l + H dT = 0 < 424 > 

m 

Cette relation doit etre verifiee quel que soit le volume (r), il faut done que l’on ait : 

V.j1fe^=0 (4.25) 

Cette equation dite de continuite traduit la conservation de la charge electrique et 
montre que le flux du vecteur densite de courant n’est plus conservatif comme dans le cas 
des etats stationnaires. 

On peut verifier que le theoreme d’Ampere qui est valable uniquement dans le cas 
des regimes stationnaires ne peut plus etre utilise dans le cas des regimes variables car il 
serait en contradiction avec la relation de continuite qui exprime un principe fondamental 
de la physique (Principe de conservation de la charge electrique). Par contre le theoreme 
d’Ampere-Maxwell qui prend en compte le courant de deplacement satisfait pleinement 
la relation de continuite. 


4.4 Les equations de Maxwell 

4.4.1 Les hypotheses de Maxwell 

Nous avons pu remarquer que l’etude du regime variable nous a amenes a modifier 
deux equations fondamentales des regimes statiques : 


Regime Statique 


Regime variable 

V x E = 0 

-► 

dB 

V x B = no j 

-► 

dE 

V x B = no j + /i 0 e 0 


Selon les hypotheses de Maxwell les deux autres equations caracteristiques des regimes 
statiques sont encore valables pour les regimes variables : 

- theoreme de Gauss pour E : V • E = — 

£ o 

- theoreme de Gauss pour B ■ B = 0 

Ces quatre equations aux derivees partielles sont appelees les equations de Maxwell . 
Elies constituent les equations fondamentales de 1’electromagnetisme. 
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4.4.2 En resume 


Dans le vide, les equations de Maxwell s’ecrivent : 



Forme locale 

Forme integrate 

Theoreme de Gauss 
pour E ou equation 
de Maxwell-Gauss 

V -E= E 
£ o 

E- dS EJII pdr 

(S) {T} 

Equation du 

flux magnetique 

ou equation de 
Maxwell-Thomson 

V B = 0 

(jj) B ■ dS = 0 

(S) 

Equation de 

Maxwell-Faraday 

dB 

VxE=-— 

dt 

tco 

1 

II 

Equation de 
Maxwell- Ampere 

- - -* dE 

V x B — j+£ 0 — 

B ■ dl — JJ fio j + £q— ■ dS 

(r) (5) L J 


4.5 Equations pour E et B 

Pour etablir l’equation relative au champ electrique E, il faut eliminer le champ ma- 
gnetique B . Pour cela, calculons le rotationnel de chacun des membres de la loi de 
Faraday : 

vxvx£ = vx(-f) (4.26) 

en permutant l’ordre des derivations, on obtient : 

V x V x £ = — | (V x — | {«+ } (4.27) 

Sachant que 

Vx Vx£ = VV-£- V 2 E (4.28) 

ou V 2 est le laplacien vectoriel, on obtient F equation aux derivees partielles suivante : 


V^-V (V.£)=, 0 | + |{ 

be] 

(4.29) 

Comme 

V-E 

= P_ 


(4.30) 

v (v-e) 

£ 0 

= V (©) 


(4.31) 

on obtient finalement : 

V£ 0 / 


* 92 & 

v ~ 

dj - 

: '“>s + v 

© 

(4.32) 
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Pour etablir F equation aux derivees partielles pour le champ magnetique B, calculons 
le rotationnel de chacun des membres du theoreme d’ Ampere-Maxwell : 



r 

BE 

j + Eo sT 

) 

V x 

(vxi)=v (V-b)- V 2 B = V x U 0 

1 (4.33) 

mais 

V-5 = 0 


(4.34) 

et en inversant l’ordre des derivations : 




— V 2 B — p, 0 W x j + [V x E 

] 

(4.35) 

or 

- - dB 


(4.36) 

Done 

d 2 B 

- V 2 B = poV xj-fi 0 £ 0 — 


(4.37) 

ou encore 

d 2 B * 

V B - Vo£o-Qp = -//oV x j 


(4.38) 


En absence de charges electriques (p = 0) et de courants electriques (j = o) , on obtient 
la meme equation aux derivees partielles pour le champ electrique et pour le champ 
magnetique. 

L’equation 


( E\ 

1 d 2 f 


U J 

c^dt 2 1 

,B) 




(4.39) 


constitue F equation de propagation du champ electromagnetique dans le vide, ou on 
1 

a pose c = _ . 


4.6 Introduction des potentiels 

4.6.1 Potentiel scalaire. Potentiel vecteur 

Le champ magnetique B satisfait a F equation V • (B^J = 0. On peut done definir un 
potentiel vecteur dont derive le champ magnetique par :B = Vx (/f) . 


D’apres la loi de l’induction Vx£ = — — — , d’o 
ot 


;[Vxd] = -V> 


(4.40) 


'da 


- dA 

dt 

= V x 

+ dt 


(4.41) 
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Sachant que le rotationnel du gradient d’un champ scalaire est nul, on peut deduire du 
resultat de l’equation precedente qu’il existe un champ scalaire U appele potentiel scalaire 
tel que : 

^ dA 

E+- = -VU (4.42) 

et l’on a : 


E = —VU — 


dA 

dt 


(4.43) 


Si l’on remplace le potentiel scalaire U et le potentiel vecteur A respectivement par 
les potentiel U' et A' definis par : 


U^U' = U - 


d(j> 

dt 


A^f A' = A + V<f> 


on peut montrer que : 


et que 


E' = 


-VU' - 


dA' 

dt 


E' = -V 



E' = -VU - 


dA 

dt 


= E 


B' = -V x A! = -V x (A + V<f>) 

B' = —V x A = B 

Le remplacement de A et U respectivement par A' et U' s’appelle une transformation 
de jauge. L’invariance de E et B dans cette transformation s’appelle l’invariance de jauge. 
L’invariance de jauge nous laisse fibre du choix de la relation liant le potentiel scalaire et 
le potentiel vecteur. Cette relation est appelee la condition de jauge . 


4.6.2 Equations des potentiels. Jauge de Lorenz 

Sachant que E — —VU — le theoreme de Gauss V ■ E = — s’ecrit, 
dt £ 0 

fa - trl = - 

dt £q 

ce qui donne une premiere equation entre U et A 


(4.44) 
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y2f/+ «[MH 


dt L J £ 0 

Une deuxieme equation est obtenue a partir de F equation de Maxwell- Ampere : 


(4.45) 


ou E — —\7U — — - et B = V x A. 
dt 

En utilisant l’identite : 


il vient 


-> 1 dE 


~ do J + ^ 

dt 


= V [v • j 

f| - V 2 A 

- (dU\ 

d 2 A 


V dt J 

- ~dt * 

+ do j 


(4.46) 


(4.47) 


(4.48) 


1 d 2 A 
' c 2 


V V-A + 


1 dU 1 


+ do j — 0 


(4.49) 


Nous obtenons ainsi, pour les potentiels A et U, deux equations que l’on peut ecrire 
sous la forme symetrique 


1 d 2 U 
c 2 dt 2 


+ V V-A + 


W 2 U- 


_ 2 ; 1 d 2 A - | - • 


i at/l 

c 2 dt \ 
1 dU 
c 2 dt 


£o 


Si l’on choisit la jauge de Lorenz definie par 

v-a + - 2 ^ = o 

c 2 dt 

les equations des potentiels deviennent alors independantes et se reduisent a 
1 d 2 U _ p 


V 2 U- 


c 2 dt 2 


£o 


2 r 1 d 2 A 


(4.50) 


(4.51) 


(4.52) 


Notons que la condition de jauge de Lorenz est compatible avec l’invariance de jauge. 
En effet, si nous remplagons A par A' = A + V0 et U par U' = U + ^ la condition de 
Lorenz 


V-A+i^ = 0 


(4.53) 


- , i eu' - , i ou i av „ 

v,/1 + ?^T“ v '' 4 + ?ar + v ' # ’“?aF“° 


(4.54) 
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II suffit pour qu’elle soit verifiee que 4> satisfasse l’equation aux derivees partielles : 


v 2 4> 


d 2 (j) 


(4.55) 


4.7 Le champ electromoteur 

Definition 

Soit un conducteur electrique se deplagant avec une vitesse v dans une region de 
l’espace ou regne un champ magnetique B, on definit le champ electromoteur par la 
relation : 

_ ft X 

E m = -— + vxB (4.56) 

Le champ electromoteur rend compte de l’apparition d’un courant induit dans les cas : 

- d’un circuit fixe place dans un champ magnetique variable, 

- d’un circuit mobile dans un champ magnetique. 


4.7.1 f.e.m induite dans un circuit 



La f.e.m induite ecD apparaissant dans une portion de circuit 
filiforme CD est par definition egale a la circulation du champ elec- 
tromoteur sur CD : 


e CD = [ E m ■ d£ 
JCD 


(4.57) 


Dans le cas d’un circuit filiforme ferme conducteur C, mobile dans un champ magne- 
tique variable dans le temps. La f.e.m induite est donnee par : 


ec 



■d£ 


(4.58) 


4.7.2 Induction de Lorentz, Induction de Neuman 


On a deux cas particuliers : 

- Induction de Neuman : Circuit fixe dans un champ magnetique variable (v = 

0, f^O) 


r BA 

ec = i~w M (4 ' 59) 

- Induction de Lorentz : Circuit mobile dans un champ magnetique permanent (v ^ 

o, f = 0) 

e c = £vxB-di (4.60) 
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4.8 Approximation des etats quasi-stationnaires 

4.8.1 Introduction 

Les proprieties specihques liees a la dependance des champs en fonction du temps sont : 

- le phenomene d’ induction, 

- le phenomene de capacite, 

- le phenomenes de propagation. 

Pourtant dans le cas de regimes variant assez lentement en fonction du temps, on 
fait des approximations qui permettent de negliger certains termes dans les equations 
de Maxwell. Cet ensemble d’approximations est appele l’approximation du regime quasi- 
stationnaire (A.R.Q.S). 


4.8.2 Phenomene d’induction 

On tient toujours compte des effets d’induction quelle que soit la vitesse de variation 
du champ. 


4.8.3 Phenomene de capacite 

Cet effet est lie aux circuits ouverts alimentes par une source de tension variable et 
parcourus par un courant variable bien que ces circuits electriques ne soient pas fermes. 
C’est le cas particulier des condensateurs ou pour assurer la continuity du courant elec- 
trique, nous avons introduit la notion de courant de deplacement. Dans V approximation 
du regime quasi-stationnaire, on suppose que les effets des champs magnetiques sont ne- 
gligeables entre les armatures de ces condensateurs. 


4.8.4 Phenomene de propagation 


Si les dimensions des circuits electriques etudies sont suffisamment petites on pourra 
considerer que dans un circuit ferme le courant electrique est le meme en chaque point 
d’un circuit ferme. Dans ce cas le vecteur densite de courant jr est sensiblement le meme 
en tout point du circuit : 

Jt=I+3d-3 ( 4 . 61 ) 


il s’en suit que : 

V • jr — O 


( 4 . 62 ) 


4.8.5 Equations des etats quasi-stationnaires 

Dans 1’ approximation du regime quasi-stationnaire, les equations de Maxwell s’ecrivent : 
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Forme locale 

Forme integrate 

Theoreme de Gauss pour E 

V-2?= — 

£o 

< f sd§= mi pdT 

C S ) (r) 

Equation du flux magne- 
tique 

V -B = 0 

(jj) B ■ dS = 0 

m 

Loi de Faraday 

Vx£=-f 

f s - dr =-jJi s - d§ 

(T) (S) 

Theoreme 

d’Ampere-Maxwell 

V x B = po j 

B ■ d£ = p 0 JJ j ■ dS 

(T) (S) 


avec : V • j — 0 


4.9 Exercices 

Courant de conduction, courant de deplacement 

Exercice 1 : Le vecteur densite de courant est j = e~ x e x . Calculer la vitesse de 

variation de la densite volumique de charges electriques en x— 1. 

Exercice 2 : Dans une region donnee le vecteur densite de courant est donne en coor- 
donnees spheriques, par : 



1. Calculer le courant total qui traverse une surface spherique de rayon r = a, a 
l’instant t = r. 

2. Calculer la densite volumique de charges electriques p. 

Induction electromagnetique 

Exercice 3 : On considere une boucle conductrice circulaire de rayon a = 0.10 m, situee 
dans le plan z = 0 et fermee sur une resistance R = 5.0 D. Elle est placee dans un champ 
magnetique B = 0.20 sin (10 3 f) e z T. Determiner le courant qui traverse le circuit. 

Exercice 4 : 

Une boucle conductrice, circulaire de rayon a, relie les deux 
bornes d’une resistance R = 100 Q. Ce circuit ferme est place 
dans une region de l’espace ou regne un champ magnetique uni- 
forme B = B 0 e~ t ! r . En negligeant le champ magnetique cree par 
le courant induit, calculer le potentiel electrique r (t) qui appa- 
rait aux bornes de la resistance R. Representer graphiquement 
les variations de r (t) en fonction du temps. 

Exercice 5 : Une spire conductrice circulaire, plane, de section 
S, tourne autour d’un axe de symetrie A , contenu dans le plan de la spire, a une vi- 
tesse angulaire uj constante, dans une region ou regne un champ magnetique B constant 
perpendiculaire a A. 
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1. Etablir l’expression de la f.e.m induite dans la spire. 

2. La spire possede une resistance R. Quelle la puissance instantanee dissipee ? Montrer 
que cette puissance est egale a la puissance fournie pour maintenir la rotation de la 
spire. 

Exercice 6 : 

Une boucle fermee conductrice, de forme rectangulaire de lar- y A 
geur b et de longueur a (a = 30 cm x b = 20 cm) , est deplacee 
a travers un champ magnetique non uniforme independant du 
temps B = /3 x e z (T) avec une vitesse constante o L 

vq = 5 e x (ms -1 ) 

ou fJ = lTm -1 . A t = 0, le coin inferieur gauche de la boucle coincide avec l’origine 0. 
Calculer la f.e.m induite e . On negligera le champ magnetique cree par le courant induit 
dans la boucle. 

Exercice 7 : 

Un cadre de forme rectangulaire, constitue d’un fil conducteur 
(a x 2b) est au voisinage d’un fil conducteur de longueur infinie, 1 - 
parcouru par un courant / constant. Le fil et le cadre sont dans 

le meme plan vertical. Le cadre est deplace avec une vitesse v = : _ 

Vq e r . La distance entre l’axe du cadre et le fil vaut r et a l’instant 
initial r = 2b. Calculer la force electromotrice induite e (t) dans 
le circuit constitue par le cadre. 

Exercice 8 : 






cadre 

i 




On dispose un cadre carre fixe de cote a comportant N spires d’un fil conducteur 
d’extremites A et C dans un champ magnetique B = B 0 cos (cot) e y . La normale n au 
cadre fait un angle 9 avec e x . 

1. Calculer la force electromotrice induite e(t) qui apparait entre les bornes de sortie 
A et C du cadre. 

2. Donner l’expression de l’amplitude e 0 de e(t) en fonction de la pulsation uj du champ 
magnetique et de l’angle 9 . Tracer le graphe de l’amplitude de e(t) en fonction de 
9. 
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3. Calculer le vecteur A = ; verifier que A represente le potentiel vecteur au 

point M de coordonnees (x,y,z). 

4. Calculer par une autre methode la force electromotrice e(t). 

Theoreme d’Ampere-Maxwell 

Exercice 9 : Dans le vide, le champ magnetique est donne par : 

B = B 0 cos (2x) cos (ut — j3y) e x 


Calculer : 

1. Le vecteur densite de courant de deplacement. 

2. le vecteur excitation electrique D. 

3. La densite volumique de charges electriques. 

Exercice 10 : Soit, dans le vide, un champ electrique de composantes : 

E x = 0 E y = 0 E z = E 0 e( at ~W 

1 . Calculer sa divergence et son rotationnel. 

2. En deduire les composantes du champ magnetique B qui l’accompagne; 

3. Calculer V • B et V x B. 

4. Quelle relation doit lier a et P pour que soient satisfaites les equations de Maxwell? 

Exercice 11 : Un materiau radioactif en forme de feuille plane d’epaisseur e, se desintegre 
en emettant des particules chargees. Au voisinage de la surface, remission des particules 
est homogene et perpendiculaire a la surface du materiau. Soit Q{t) la charge contenue, 
a l’instant t, dans le volume d’un trongon cylindrique de section S de la feuille et soit j 
le vecteur densite volumique de courant electrique. 

1. Rappeler la definition du courant electrique / en fonction de la densite volumique de 
courant j. A l’aide du principe de la conservation de la charge electrique, exprimer 
/ en fonction de Q. En deduire l’expression de j en fonction de Q et S. 

2. En utilisant le theoreme de Gauss, exprimer le champ electrique au voisinage de la 
feuille en fonction de Q et S. 

3. En deduire la densite de courant de deplacement j D . 

4. Montrer, a l’aide du theoreme d’Ampere-Maxwell et des resultats des questions 
precedentes, que le champ magnetique est nul au voisinage de la feuille. Conclusion ? 

Exercice 12 : Un petit conducteur solide de rayon a , supporte par des disques isolants 
et non magnetiques, est place sur l’axe d’un tube de faible epaisseur et de rayon interne 
b. Le conducteur interieur et le conducteur exterieur sont parcourus par le meme courant 
i dirige dans des sens opposes selon leur generatrice. 

1. Utiliser le theoreme d’Ampere-Maxwell pour calculer les champs magnetiques H et 
B en un point quelconque de l’espace separant les conducteurs. 
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2. Ecrire l’expression du flux dfl>B du champ magnetique a travers une bande etroite 
de longueur t parallele a l’axe, de largeur dr situee a une distance r de l’axe et se 
trouvant dans un plan contenant l’axe. 

3. Integrer l’expression de la question precedente sur la distance separant les deux 
conducteurs et en deduire le flux total produit par le courant i dans le circuit. 


, tM) , 


5. Utiliser l’equation 


W M = L fi di = hi 2 
Jo 2 


pour calculer l’energie emmagasinee par le champ magnetique dans une longueur l 
de cable. 

6. Sachant que l’expression de la densite d’energie magnetique est 

1 2 

w M = — B 
2/r 0 


calculer l’energie magnetique totale et comparer avec le resultat de la question pre- 
cedente. 


Exercice 13 : Un champ electrique uniforme E et un champ magnetique uniforme B 
occupent la meme region dans l’espace vide. 

1. Si E = 650 Vm -1 , quelles sont les valeurs de B et H si les densites d’energie du 
champ electrique et du champ magnetiques sont egales ? 

2. Calculer le rapport ?En quelle unite s’exprime ce rapport? 


Approximation du Regime Quasi-Stationnaire 

Exercice 14 : Un condensateur plan est forme d’un ensemble de deux disques conduc- 
teurs, de meme rayon R, paralleles, de meme axe Oz, distants de et separes par du 

vide. On applique, dans l’espace situe entre les deux disques, un champ electrique uniforme 
qui, dans un systeme de coordonnees cylindriques (r, 9, z ), s’exprime par E\ — E 0 e Vjjt e z . 
On suppose qu’aucun des champs etudies dans la suite ne depend ni de z ni de 9. 



1. Calculer le vecteur densite de courant de deplacement dans le condensateur. Montrer 
qu’il existe dans cet espace un champ magnetique B 1 cree par E 1 . 
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2. A l’interieur du condensateur le champ magnetique cree par le champ electrique, 
s’ecrit Bi = B 1 e Q . En utilisant le theoreme d’ Ampere sous sa forme integrate, et en 
utilisant l’ecriture complexe, exprimer B\ en fonction de E 1 ,r,u,t , et c. 

3. Le champ magnetique Bi, cree lui-meme un champ electrique note E 2 . On suppose 
que le champ electrique E 2 est dirige selon e z . On considere un rectangle parallele 
a l’axe des z et dont les cotes paralleles a z sont respectivement aux positions r et 
r + dr tel que dr <C r. 

(a) Calculer le flux de Bi a travers la surface de ce rectangle. 

(b) Montrer que la circulation de E 2 sur ce rectangle s’ecrit : § E 2 ■ M = - dr ; 

or 

donner l’expression de a en fonction de h 

(c) En utilisant la forme integrate de la loi de Faraday, etablir la relation entre 
et Ei. En deduire E 2 , en fonction de Ei,u,r et c. 

4. Ecrire le champ electrique total sous la forme E\ + E 2 = E\ [1 — k 2 (r)] et exprimer 
k(r). 

5. AN : On prend u = 6 • 10 7 rad • s -1 , R = 10 cm et c = 3 • 10 8 m • s -1 ; calculer k(R) 
et commenter ce resultat. 

6. On considere maintenant que E 2 , cree un champ magnetique B 2 , qui cree E 3 , qui 
cree B 3 , et ainsi de suite. On suppose que les champs electriques E u sont diriges selon 
Oz. En utilisant les resultats des questions precedentes, exprimer ^ en fonction 
de E 2 puis en fonction de E\ . En deduire E 3 , en fonction de E\ et de k(r). 

7. Quelle est l’expression du champ electrique total a la distance R = 10 cm de l’axe 
si on neglige les champs dont l’amplitude ne depasse pas 0, 01% de l’amplitude de 
Ei ? On prend w = 6x 10 7 rads _1 et c = 3 x 10 8 ms -1 . 

Exercice 15 : On considere un solenoide (une bobine) d’axe Oz, de dimension inhnie de 
section circulaire de rayon r 0 et parcouru par un courant I(t) = I 0 e lojt . On admet que le 
champ magnetique cree a l’interieur du solenoide, suppose vide, est uniforme et s’exprime 
par Bi = B 0 e tojt e z dans un systeme de coordonnees cylindriques (r, 9, z), B 0 etant une 
constante positive. On suppose dans la suite qu’aucun des champs etudies ne depend ni 
de 9 ni de z. 
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1. En utilisant F equation de Faraday-Maxwell sous forme integrate et le contour (c), 
determiner l’expression de E\ en fonction de D \ , r et lu. Les symetries du probleme 
imposent pour ce champ electrique : E\ = E x (r, t)e () . 

2. Calculer le vecteur densite de courant de deplacement jn\ dans le solenoide. En 
deduire le champ magnetique B 2 cree par le champ electrique E\ en supposant que 
le champ magnetique B 2 est dirige selon Oz. 

3. Montrer que le champ magnetique total dans le solenoide peut s’ecrire sous la forme 

B 1 + B< l = B 1 [l -/ 2 (r)] 

Expliciter f(r). 

A.N. : On prend w = 3x 10 4 rads _1 , R = 2cm et c = 3 x 10 8 ms _1 ; calculer f(r) 
et commenter ce resultat. 

4. Le champ magnetique B 2 cree a son tour un champ electrique E 2 oriente selon 9. 
Generaliser le resultat obtenu dans la question 1 pour determiner le champ electrique 
E 2 . 

5. De meme, le champ electrique E 2 cree un champ magnetique B 3 et ainsi de suite. 
Determiner le champ magnetique B : $ en fonction de B\ et de f(r). 

6. Quelle est l’expression du champ magnetique total B T . Faire l’application numerique 
avec les memes donnees que celles proposees ci-dessus (question 3). 

(a) Par quel champ peut-on approximer B T ? 

(b) Que peut-on dire sur le comportement des champs dans le solenoide pour la 
frequence utilisee ? 

(c) Comment peut-on ecrire l’equation de Maxwell- Ampere dans le cadre de cette 
approximation ? 

(d) Comparer avec les resultats de l’exercice precedent et commenter. 
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Propagation des ondes 

elect romagnetiques dans le vide 

5.1 Equations de propagation pour E et B 


Dans le vide, au voisinage de tout point ou les charges et les courants sont nuls, les 
equations de Maxwell s’ecrivent : 


V-E = 0 

(5.1) 

V-B = 0 

(5.2) 

- - dB 

VxE = ~m 

(5.3) 

& a dE 

V x B - 

(5.4) 

Les equations pour E et B s’ecrivent alors : 


c 2 dt 2 

(5.5) 


(5.6) 

Dans le vide les ondes electromagnetiques se propagent a la vitesse de la lumiere : 

c = = 3 x 10 8 m • s 1 

y/VEo 

(5.7) 


5.2 L’onde plane progressive sinusoidale 

5.2.1 Relation de dispersion 


(5.8) 


L’onde plane progressive sinusoidale est definie, en notation complexe, par : 
E (f, t) = E 0 
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ou k est le vecteur d’onde donnant la direction de propagation de l’onde plane. 

En utilisant la definition du laplacien vectoriel dans un systeme de coordonnees car- 
tesiennes, on peut montrer que : 

V 2 E = —k 2 E (5.9) 

L’ equation de propagation s’ecrit alors sous la forme 

[—A; 2 + E = 0 (5.10) 

L’onde plane progressive sinusoidale constitue une solution particuliere de l’equation 
d’onde seulement si la relation suivante, dite relation de dispersion, est satisfaite : 

k = — (5-11) 

c 

5.2.2 Structure de l’onde uniforme plane 

L’onde plane progressive sinusoidale doit egalement satisfaire le theoreme de Gauss. 
En absence de charges electriques p = 0 : 

V • E = 0 (5.12) 

On montre aisement que pour une onde plane progressive sinusoidale : 

V-E = -ik-E = 0 (5.13) 

Soit encore k-E = 0 ; ce qui revient a dire que le champ electrique E est perpendiculaire 
a la direction de propagation donnee par le vecteur d’onde k. Le champ electrique est dit 
transversal. 


L’onde plane progressive sinusoidale doit egalement satisfaire le theoreme de Maxwell- 
Faraday : 



(5.14) 

On montre aisement que pour une onde plane progressive sinusoidale : 


V x (e) = -ik x E 

(5.15) 

D’ou 

— ik x E = —iuB 

(5.16) 

On en deduit le champ magnetique B 


s= k^E 

UJ 

(5.17) 


En tenant compte des proprietes du produit vectoriel, on constate que : 

- Le champ magnetique est perpendiculaire au plan (k, E^j . Le champ magnetique 
d’un onde plane progressive est done transversal. 

- La direction du champ magnetique est telle que le triedre (k, E, B^j est un triedre 
direct. 
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- En tenant compte de la relation de dispersion, uu = kc, le module du champ magne- 
tique est : ||.B|| = 

c , 

Cet ensemble de proprietes permet de definir la structure de l’onde plane progressive 
harmonique (Figure ci-dessous). 



2 *- 


5.3 Polarisation 


5.3.1 Onde de polarisation rectiligne 

Une onde electromagnetique plane est dite de polarisation rectiligne si le champ E 
garde une direction constante (polarisation rectiligne). Dans le cas d’une variation sinu- 
soidale en fonction du temps il s’ecrit en notation reelle : 

E — E 0 cos (out -k-r^j (5.18) 

ou 

E 0 = vecteur constant 

uu = pulsation de la fonction sinusoldale 

k : vecteur d’onde perpendiculaire au plan d’onde avec k = u/c 
out — k ■ r : phase instantanee ou plus simplement phase de la grandeur variable, 
c = vitesse de propagation dans le vide . 

Les vecteurs forment toujours un triedre direct et 

ou 

Pour preciser cette onde, supposons qu’elle se propage suivant z'z d’ou 
E = E 0 cos ( out — kz) 

On constate une double periodicite : 


(5.19) 

(5.20) 


- Une periodicite temporelle : pour z donne le champ varie sinusoidalement en fonction 
du temps avec une periode 

7=^ (5.21) 

ou une frequence 

/ = - = — (5.22) 

J T 2tt V ; 

(/ est en hertz). 
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- Une periodicite spatiale : a un instant t donne le champ varie sinusoidalement en 
fonction de z avec une periode 

A = y (5.23) 

(A est appelee la longueur d’onde dans le vide). On peut remarquer que la longueur 
d’onde A est egale a la distance parcourue par l’onde pendant une periode. 

5.3.2 Onde de polarisation quelconque 

Dans le paragraphe precedent, nous avons suppose que le champ E (done B egalement) 
gardait une direction constante. Dans le cas general, il n’en est pas toujours ainsi et les 
composantes du champ peuvent se mettre sous la forme : 

E x — E 0x cos (ut — kz — (f>i) (5-24) 

E y = E 0y cos (ut — kz — (j> 2 ) (5.25) 

4> i, 4 > 2 pouvant etre differentes. 

Etudions le comportement du champ E dans le plan z = 0. Les resultats obtenus se 
retrouvent avec un decalage temporel dans tout plan z = cte. Les composantes du champ 
s’ecrivent : 


E x = E 0x cos (c ut — (j) i) (5.26) 

E y = E 0y cos (out — (f) 2 ) (5-27) 

E z = 0 (5.28) 

et si l’on prend pour origine des temps un instant ou E x passe par sa valeur maximale 
on a : 



E Jx ( ,\ 

— = cos (ut) 

^Ox 

(5.29) 


= cos (ut — 4>) 

E 0y 

(5.30) 

avec 4> — 4>2 — (f>i. 

On peut deja dire que l’extremite du vecteur decrit une courbe inscrite dans un rec- 
tangle de cotes 2 E 0x et 2 E 0y . D’autre part en developpant l’expression de ^ et en elimi- 
nant le temps il vient : 


= cos (ut) cos {(j)) + sin (ut) sin (0) 
E 0y 

(5.31) 


E v E * , 

— cos (0) + , 

-C'O y ^0x \ 

( E \ ^ 

1 - ^ sin (^) 
\ E y J 

(5.32) 


\ E v E x l 2 

- COS ((f ) ) = 

l^Oy th Qx J 


(5.33) 
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- 2 5* f” cos (0) = sin 2 


(5.34) 


Pour (j) quelconque, cette equation est celle d’une ellipse : on dit que l’onde a une 
polarisation elliptique ; pour cj> — mn(rn = 0, 1 , 2 , ... ) l’ellipse degenere en une droite et 
l’onde est dite a polarisation rectiligne. Enfin si E 0x = E 0y et si 0 = (2 m + 1)7t/2 l’onde 
est dite a polarisation circulaire. 


5.4 Energie electromagnetique : vecteur de Poynting 

La propagation de l’energie se manifeste experimentalement dans de nombreux cas : 

- On peut ressentir son effet si l’on s’expose aux rayons solaires ou au rayonnement 
d’une source chaude ; 

- De meme tout emetteur radio expedie de l’energie a travers l’espace, une infime 
partie de cette derniere etant captee par votre recepteur radio. 

Nous allons essayer de relier localement cette energie qui se propage, au champ elec- 
tromagnetique qui la transporte. Nous supposerons le milieu de propagation parfait, c’est 
a dire homogene, isotrope et lineaire. 


5.4.1 Onde de forme spatiale et temporelle quelconques 

Nous admettrons que les densites d’ energie electrique et magnetique calculees en re- 
gime stationnaire sont toujours valables en regime variable ; la densite d ’energie electro- 
magnetique w en un point quelconque du milieu parcouru par une onde electromagnetique 
est done a chaque instant : 

w = densite d’energie electrique + densite d’energie magnetique 

“ = 2(^ 2 + 3 (5 ' 35) 

Considerons dans le milieu, un volume r limite par une surface (S). L’energie electro- 
magnetique qu’il contient est a chaque instant : 

W = JJJ w dr (5.36) 

{A 


Pendant un temps dt l’accroissement d’energie dans (r) sera dW et la puissance ins- 
tantanee p' acquise par ce volume sera 


On a : 


done 


dW = rrrdu, dT 

dt JJJ dt 




OE 


— =P 
dt 


V x I — 


- — • V > 
V 0 


(5.37) 


(5.38) 


(5.39) 
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D’apres une relation de transformation, on a : 


B 


B 


V x [E)-E-V> 


(5.40) 


dw 

dt 


* = -fp- 

m 

La puissance electromagnetique instantanee perdue par le volume (r) est 


E x — ) dr 
IE I 


-Ejp- 

(t) 


Ex—) dr 
Vo / 


(5.41) 

(5.42) 

(5.43) 


Elle represente la puissance electromagnetique qui sort du volume (r), c’est a dire la 
puissance moyenne p rayonnee par ce volume. 


(r) 


Vo 


dr 


(5.44) 


D’apres la formule d’Ostrogradsky, on peut ecrire 


x — | -dS= ff R-dS 
Vo) JJ 

(5.45) 

R 

R = E x — 
Vo 

(5.46) 


est appele le vecteur de Poynting. Sa direction donne en chaque point, la direction d’ecou- 
lement de l’energie et son flux a travers une surface est egal a la puissance electromagne- 
tique instantanee rayonnee par cette surface. Les courbes tangentes en chaque point au 
vecteur de Poynting peuvent etre considerees comme des trajectoires de l’energie ; on les 
appelle les rayons electromagnetiques. 


5.4.2 Onde plane progressive et uniforme sinusoi’dale 

Puisque ^E, B, nj forment un triedre trirectangle direct le vecteur R a meme direction 
et sens que k c’est a dire que l’energie s’ecoule dans le sens de propagation (ce resultat 
n’est pas general; en effet dans un milieu anisotrope par exemple R et k ne sont pas 
colineaires). 

La puissance instantanee p u traversant une surface unitaire (S) perpendiculaire a la 
direction de propagation est 

p u = JJ R ■ dS = II ||if|| dS = fflj II dS= ll^fl 5 (5.47) 

(S) (5) (S) 
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La puissance moyenne traversant (S) est alors 


1 r T i r T n -n 1 r 1 

<P “> = r/o p ' ,dt = T Jo Hi di = T L 

cB±E, et|pj = 0^||i| , d’ou 

™--A T *M dt 


*x S 

AA 


(5.48) 


(5.49) 


Si l’onde est polarisee rectilignement alors 


E = E 0 cos (out -k-rj 

(5.50) 

(P u ) — \ [ 4 /** cos 2 (cut — k ■ A dt 
4 Jo y /x 0 v ' 

(5.51) 

dt 

(5.52) 

II 

ecT 

II 

of 

(5.53) 


ou E e ff est la valeur efficace de E. 

Le flux d’energie traversant par unite de temps l’unite de surface perpendiculaire a 
la direction de propagation est une constante dependant du milieu et proportionnelle au 
carre de la valeur efficace du champ electrique. 


5.5 Relations de passage 

Composante tangentielle et composante normale de E 

A la traversee d’une surface (E) portant des charges avec une densite superficielle a, 
les relations locales s’ecrivent : 


E t 2 = 0 (5.54) 

E N2 -E n 1 = - (5.55) 

£o 

ou Et est la composante de E dans le plan tangent a (E) en M , tandis que E N mesure 
de la composante de E suivant la normale n en M et orientee de la face (1) vers la face 
(2) de (E). 
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Composante tangentielle et composante normale de B 

A la traversee d’une surface (E) separant parcourue par des courants de densite su- 
perficielle js , les relations locales B deviennent : 

B n 2 = B m (5.56) 

B T 2 ~ Bti = Ho js x n (5.57) 

ou B n est la composante de B suivant la normale au point M considere orientee de 
la face (1) vers la face (2) de (E), tandis que B r est la composante de B dans le plan 
tangent a (E) en M. 


5.6 Reflexion en incidence normale sur un conduc- 
teur parfait 

Considerons une onde plane incidente uniforme sinusoidale polarisee rectilignement 
(Mi || Ox) se propageant dans le vide ( ou l’air) suivant zO et arrivant sous incidence nor- 
male, a la surface plane d’un conducteur de conductivity infinie (conducteur parfait). Des 
considerations energetiques montrent qu’il n’y pas d’onde transmise [e t = 0 et B T = (lj 
et que les seuls courants vrais pouvant etre induits par cette onde le sont sur la surface du 
metal. Les raisons de symetrie impliquent que les directions de polarisation des vecteurs 
incident et reflechi sont identiques. 



Les champs electrique et magnetique des ondes incidente et reflechie sont 

E t = E 0i e ^ t+kz) e x \Bi = e i{ “ t+kz) e y (5.58) 

E or = E or e x ] B r = E ^ e i(wt-fc?) gy (5.59) 

La continuity de la composante tangentielle du champ electrique permet d’ecrire a la 
traversee de la surface de separation (z — 0) 


Eoi + E or — 0 d’ou E or — —E 0i 


(5.60) 


H. Djelouah 



5.7 Exercices 


55 


Le champ electrique reflechi a meme amplitude que le champ electrique incident et il 
est dephase de n par rapport a ce dernier. Pour que le triedre (k R , E R: Bj^j soit direct, il 
faut que le champ magnetique reflechi B R soit dans le meme sens que le champ magnetique 
incident B % c’est a dire que sa reflexion s’effectue sans changement de phase. En definitive 
les ondes incidente et reflechie s’ecrivent 


Ei = E 0i e i{ -“ t+kz) e x \B i = - E ^ e i{ut+kz) e y 

(5.61) 

E r = -Eoi e i[wt ~ kz) e x ; B R — g 

c 

(5.62) 

Dans le vide, l’onde resultante est la somme de l’onde incidente et de l’onde reflechie 
et ses vecteurs champs ont pour valeur 

E = Ei + E R = E 01 (e +ikz - e ~ ikz ) e iwt e x 

(5.63) 

E = 2E 0i sin (kz) e x 

(5.64) 

B — S'i ■+ B r — — ~~ {e +ikz + e~ ikz ) e * wi e y 

(5.65) 

B = 2^^ cos (kz) e*^ t+7r ^ e y 

(5.66) 

En revenant a la notation reelle 


E = 2 E 0i sin (kz) cos (ut + ^ e x 

(5.67) 

B = 2^^ cos (kz) cos (cut + 7 r) e v 
c 

(5.68) 


Ces relations montrent que les champs ne se propagent plus mais qu’ils oscillent sinu- 
soidalement en fonction du temps avec une amplitude qui est fonction de la distance z, 

7 T 

leur dephasage etant de — on dit que 1' onde est stationnaire. 

L’amplitude du champ electrique est nulle pour k\z — 2 ^z = l n(l — 0, 1, 2, ) , c’est 

a dire pour z — Z | . 

L’amplitude du champ magnetique est nulle pour k\z = ^z = (Z + |) n ( l = 

0, 1 , 2, ) , c’est a dire pour z — (l + |) |. 

Les points ou l’amplitude est nulle sont appeles les noeuds et les points ou l’amplitude 
est maximale sont appeles les ventres. 

5.7 Exercices 

Generalities sur les ondes 

Exercice 1 : Verifier que les fonctions suivantes : 

1. E ( x , t) = E 0 sin [u (t ± 

2. E (x, t) = E 0 exp [ju (t ± j 
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3. E (x, t ) = E 0 cos [k ( x ± ct)] 
sont solutions de l’equation : 

d 2 E _ ^d^E 
dx 2 c 2 dt 2 

ou x, t et c represented respectivement la position, le temps et la vitesse de propagation. 

Determiner les dimensions des constantes E 0 , ou , k . 

Exercice 2 : Le champ electrique d’une onde electromagnetique se propageant dans le 

vide est donnee par : 

E = Eq sin jo; (t — -^J e y 

1. Quelle est la direction de polarisation? Quelle est la direction de propagation? 
Quelle est la nature de l’onde (longitudinale ou transversale) ? Expliquer pourquoi 
on peut dire que cette onde est plane. Quelle est l’amplitude de cette onde ? Quel 
terme correspond a la pulsation ? Quel terme correspond a la vitesse de propagation ? 

2. Donner l’expression de la longueur d’onde A. Quels sont les abscisses des points ou 
l’onde est dephasee de 7r/3 par rapport a l’origine (x = 0) ? Exprimer la distance de 
ces points par rapport a l’origine en fonction de la longueur d’onde A. 

3. Quelle difference de phase existe-t-il entre deux points distants de 3 A/4? 

4. Calculer le champ magnetique B. Exprimer le dephasage de B par rapport a E. 

5. On superpose a cette onde, une deuxieme onde progressive de meme amplitude , de 
meme pulsation et se propageant dans le meme sens mais dephasee de 0 par rapport 
a la premiere. 

Donner l’expression de l’onde resultante (amplitude et phase en fonction de E 0 et 0 
). Que devient l’onde resultante lorsque 0 = 0? 

6. On superpose a l’onde initiale definie au debut de l’exercice, une deuxieme onde 
progressive de meme amplitude , de meme pulsation mais se propageant dans le 
sens oppose. 

Donner l’expression de l’onde resultante (amplitude et phase en fonction de 
Eq et x ). Quelle est la nature de l’onde obtenue? Donner la position des maxima 
et des minima pour le champ electrique. Discuter le resultat obtenu. 

Propagation des ondes electromagnetiques 

Exercice 3 : Equations de Maxwell, equation d’ondes 

1. Rappeler les equations de Maxwell reliant les vecteurs E et B. 

2. Etablir les equations de propagation du champ E et du champ B dans le vide. 

3. Les equations de propagation de E et de B dans le vide admettent comme solutions 
dans le cas de la propagation d’une onde plane monochromatique : 

E — E 0 <»*(«*-*■*) , B = B 0 , 

ou E 0 et B o sont deux vecteurs constants. 

(a) Calculer 
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- V x E, 

-VxB, 

- V-E, 

- V B. 

(b) Montrer que 

- E et B sont transversaux 

- E et B sont perpendiculaires. 

4. On considere une onde plane electromagnetique 

E = E 0 cos {out — kz) e x 


- Preciser 

- le sens et la vitesse de propagation, 

- la direction de vibration de E. 

- Determiner B. 

5. On considere une onde plane electromagnetique suivante : 

E(z, t ) = Ei cos (kz — out) e x + E 2 sin^z — out) e y 


- Preciser 

- le sens et la vitesse de propagation, 

- la nature de la polarisation de E. 

- Determiner B. 

Exercice 4 : Soit une onde electromagnetique plane et progressive, de pulsation ou se 
propageant dans le vide. Le champ magnetique B est defini par ses composantes, par 
rapport a un repere orthonorme Oxyz : 


B x = 0 , B y (x, t ) = Bq cos (out — kx) , B z = 0 

1. A l’aide des equations de Maxwell, calculer les composantes du champ electrique E 
en fonction de B 0 . 

2. Calculer les composantes du vecteur de Poynting R. 

3. Quelle est la puissance moyenne rayonnee a travers une surface S perpendiculaire a 
la direction de propagation. 

Exercice 5 : Soit une onde electromagnetique harmonique progressive plane, de pulsation 
uu et d’amplitude E 0 se propageant dans le vide. Le champ electrique de cette onde est 
parallele a l’axe des z et la direction de propagation est contenue dans le plan xOy et fait 
un angle a = — avec l’axe des x. 

1. Ecrire les expressions des champs S et B qui decrivent cette onde. 

2. Calculer le vecteur de Poynting TZ. 

3. En deduire la valeur instantanee et la valeur moyenne du flux de puissance (puissance 
par unite de surface perpendiculaire a la direction de propagation) . 

Exercice 6 : Un laser produit un faisceau de longueur d’onde A = 0.6328 /jrn. La 

puissance moyenne de l’onde est 1 mW. Le diametre du faisceau est D = 2 mm. 
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1. Calculer la frequence et l’intensite du rayonnement. 

2. Calculer les amplitudes des champs electrique E et magnet ique B du faisceau. 

3. Calculer l’energie electromagnetique contenue dans 0.7 m de faisceau. 

Exercice 7 : Un laser en continu emet en permanence 100 W dans un faisceau de 

0.25 cm 2 de section. Quelle est l’amplitude du champ electrique associe aux ondes planes 
que transporte le faisceau ? 

Exercice 8 : On considere une onde electromagnetique , progressive, polarisee recti- 
lignement et sinusoidale de pulsation u , se propageant dans le vide (caracterise par e 0 
et /j, 0 = 47T • 10 -7 (MKSA). L’espace est rapporte a un triedre orthonorme direct Oxyz. 
L’onde se propage dans la direction Ou du plan Oxy, faisant un angle 9 avec l’axe Ox. Le 
champ electrique de l’onde etant parallele a Oz et E(0,t ) = E 0 cos(u)t), O etant l’origine 
de l’espace. 

1. Ecrire les composantes du vecteur k puis celles du champ E(M,t ) au point M de 
coordonnees x, y et a l’instant t. 

2. En deduire les composantes du champ magnetique de l’onde B(M,t). 

3. Calculer la densite volumique d’energie electromagnetique S(M,t ) puis sa valeur 
moyenne. 

4. Exprimer les composantes du vecteur de Poynting V{M,t) puis son module et enfin 
sa valeur moyenne. Quelle relation a-t-on entre les valeurs moyennes de S et de 

rli? 

5. Cette onde transporte une intensite moyenne de 0.2 W/m 2 , evaluee a travers une 
surface normale a la direction de propagation. Quelles sont les valeurs de E 0 et de 
h amplitude B 0 du champ magnetique? 

Exercice 9 : Une onde electromagnetique plane, sinusoidale se propage dans le vide. 
Son champ electrique est porte par l’axe Oy d’un repere Oxyz , tel que : 

E — E 0 e^-^ey. 

1 . Quelle est la direction de propagation de cette onde ? 

2. Un cadre rectangulaire CDC'D' de cotes a et b de milieu O est place dans le plan 
Oxy, avec a parallele a Oy et b parallele a Ox. Le cadre porte N tours d’un hi 
conducteur formant un circuit ferme. Calculer la circulation de E le long du circuit. 
Dans le cas ou A >> b, donner une expression simplihee de la f.e.m. dans le circuit. 

3. A partir des equations de Maxwell determiner les composantes du champ magnetique 
B de l’onde. 

4. Si b » A , on pourra considerer que B est uniforme sur la surface du cadre et egal 
a sa valeur en O centre du cadre. Calculer, dans cette approximation, le flux de B 
a travers le circuit et en deduire la f.e.m. induite. Comparer avec le resultat de la 
question 2°). 

5. A.N. Calculer l’amplitude de la f.e.m. induite pour a = 20 cm, b = 20 cm, A = 
1837 m, N = 10 et E 0 = lVm" 1 . 
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Exercice 10 : Une onde electromagnetique plane sinusoidale, lineairement polarisee de 
longueur d’onde A = 10 -2 m se propage dans le vide. Son intensite moyenne est / = 

O.lWm 2 . Sa direction de propagation se trouve dans le plan xy et fait avec l’axe des x 
un angle a = 45 ° . Le champ electrique oscille parallelement a l’axe des z. 



1. Sachant que le triedre Oxyz est orthonorme, etablir les expressions decrivant les va- 
riations, en fonction du temps et de la position, des champs electrique et magnetique 
et du vecteur de Poynting. 

2. Dans le plan xOz, on dispose un cadre carre de cote a = 1 cm. calculer la puissance 
electromagnetique moyenne qui passe a travers ce cadre. 

Detection d’ondes electromagnetiques 

Exercice 1 1 : On considere une onde electromagnetique plane a polarisation rectiligne se 
propageant dans l’espace vide rapporte au repere orthonorme Oxyz. Le champ electrique 
E a pour composantes 


E x = 0 , E y = E 0 exp \j(ut — kx)\ , E z = 0 

On place dans le plan xOy , une spire conductrice carree OPMN de cote L, telle que 
P - ( L , 0, 0), M(L, L, 0) et N = (0, L, 0). 



1. Calculer les composantes de l’induction B. En deduire celles du vecteur de Poynting 
R ainsi que sa valeur moyenne < R >. 

2. Calculer le flux de B a travers la spire. En deduire la f.e.m induite aux bornes de 
cette spire. 

3. Retrouver ce resultat en calculant la circulation du champ electrique le long du 
perimetre OPMN de la spire. 
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4. Expliquer pourquoi les deux methodes donnent le meme resultat. 

Exercice 12 : Une onde electromagnetique sinusoidale, plane, de frequence / = 2 MHz, 
se propage horizontalement dans le vide. Son vecteur champ electrique est vertical avec une 
amplitude E M = lmV m -1 , a l’endroit ou se trouve un cadre rectangulaire, de longueur 
25 cm, de largeur 15 cm, et sur lequel sont bobinees 12 spires de fil conducteur. Les grands 
cotes du cadre sont verticaux, et celui-ci est place de fagon a recevoir le maximum du flux 
de B. 

1. Calculer la longueur d’onde A, et l’amplitude du champ magnetique B M associe a 
cette onde. 

2. Calculer la f.e.m e induite dans le cadre, et son amplitude eM- Quelle erreur commet- 
on, lorsqu’on suppose que le champ magnetique est uniforme sur la surface du cadre. 

3. Les deux extremites du fil du cadre sont reliees aux deux armatures d’un condensa- 
teur de capacite variable C . On agit sur la capacite jusqu’a ce que la d.d.p aux bornes 
du condensateur soit maximale U M = 100 pV ; la capacite est alors C = 800 pF. En 
deduire la self L du cadre et la resistance totale du circuit. 

Superposition d’ondes electromagnetiques 

Exercice 13 : Soit deux ondes electromagnetiques, de meme pulsation ou, dont les champs 
electriques E\ et E 2 , de meme amplitude E^, sont portes par le meme axe x'Ox. La 
premiere onde se propage dans la direction Oy, l’autre dans la direction opposee. 

1. Donner 1’ expression de E\ et E 2 . 

2. Donner V expression du champ E resultant. 

3. En deduire l’expression du champ magnetique resultant B. 

4. Calculer la valeur moyenne du module du vecteur de Poynting. 

Exercice 14 : L’espace etant rapporte au repere orthonorme Oxyz , on designe par e x et 
e y , les vecteurs unitaires respectifs des axes Ox et Oy. Soient deux ondes electromagne- 
tiques planes se propageant dans le vide et dont les vecteurs champs electriques associees 
aux ondes 1 et 2 sont respectivement : 

Ei = Eq exp \j (out — kx )] e z 
E 2 = E 0 exp \j (out - ky )] e z 


1. On demande : 

(a) Les vecteurs d’onde ki de l’onde 1 et k 2 de l’onde 2. 

(b) La direction de propagation de chacune d’elles. 

(c) la polarisation (longitudinale ou transversale) de chacune d’elles. 

(d) Les champs Hi et H 2 associes a E x et E 2 respectivement. 

2. Calculer le champ electrique E = Ei + E 2 de l’onde resultante et l’ecrire en notation 
reelle sous la forme : 

E = £(x, y) cos[n;t — <f>(x, y)\ 
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(a) Donner les expressions de S(x,y ) et de d>(x, y). 

(b) Quel est le vecteur d’onde k de cette onde et sa direction de propagation ? 

(c) Dans quelles regions de l’espace observe-t-on des ondes stationnaires pour E ? 
Donner le lieu geometrique des noeuds et celui des ventres. 

Exercice 15 : L’espace etant rapporte au repere orthonorme Oxyz, on designe par 

e x et e y , les vecteurs unitaires respectifs des axes Ox et Oy. Soient deux ondes electro- 
magnetiques planes se propageant dans le vide et dont le vecteur excitation du champ 
magnetique resultant est donne par : 

H = H m cos (ut — ky ) e x — H m cos (ut — kx ) e y 

1. Calculer, en fonction de H m , les composantes du champ electrique E. 

2. Donner les caracteristiques du champ electrique E (polarisation, direction de pro- 
pagation) . 

Exercice 16 : Deux ondes electromagnetiques harmoniques planes et progressives, toutes 
deux de pulsation u et d’amplitude E 0 se propagent dans le vide suivant respectivement 
l’axe des x et l’axe des y. Les champs electriques des deux ondes sont paralleles a l’axe 
des z. 

1. Calculer les composantes du champ electrique resultant S. 

2. Determiner la direction de propagation et la vitesse de phase \Q de l’onde resultante. 

3. Determiner les plans dans lesquels |£j est maximum, minimum. 

4. Calculer les composantes du champ magnetique resultant B. 

5. Determiner les plans dans lesquels le vecteur B effectue des oscillations circulaires. 

6. Calculer le vecteur de Poynting 71. 

7. En deduire la valeur instantanee et la valeur moyenne du flux de puissance (puissance 
par unite de surface perpendiculaire a la direction de propagation) . 

Onde spherique 
Exercice 17 : 

Dans le vide et en absence de courant, le champ electrique en un point M de coordon- 
nees spheriques (r, 9, <p) s’ecrit : 


E - ^e^-^eg 
r 

avec k = u/c ou c est la vitesse de la lumiere. 

1. Calculer le champ magnetique B associe. 

2. Calculer la densite volumique d’energie de ce champ electromagnetique. Comment 
varie cette grandeur en fonction de r. 

3. (a) Determiner le vecteur de Poynting de ce champ electromagnetique. 
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(b) Quelle est l’orientation de ce vecteur ? Commenter. Faire un dessin montrant 
l’orientation des differentes grandeurs vectorielles en M. 

4. Calculer la puissance electromagnetique traversant une sphere d’origine O et de 
rayon r ainsi que sa valeur moyenne. Conclure. 

A.N : Calculer la puissance moyenne pour : 

Eq = 3 mV m -1 , fj, 0 = An x 10 -7 Hm" 1 , c— 3 x 10 8 ms _1 . 

5. Quel est le type d’onde qui pourrait etre decrit par ce champ electromagnetique? 
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Chapitre 6 

Les equations de Maxwell dans les 
milieux 


Nous allons dans ce chapitre utiliser les equations de maxwell dans les milieux materiels 
pour etudier la propagation d’une onde d’une onde electromagnetique dans un milieu 
isolant. 


6.1 Proprieties electromagnetiques des milieux mate- 
riels 

6.1.1 Polarisation d’un milieu materiel 

Dipoles induits 

Un atome est un objet electriquement neutre. II est classiquement represente par un 
noyau compose de Z protons et done porteur d’une charge +Zq e et d’un nuage de Z 
electrons porteur d’une charge —Zq e . En l’absence de champ exterieur, les centres de 
masse f p du noyau et r e du nuage electronique sont confondus : f p — r e (figure ci-dessous) . 
En l’absence de champ exterieur, les centres de masse des charges positives (le noyau 
atomique) et des charges negatives (le nuage electronique) sont confondus (a). En presence 
d’un champ electrique externe E, la force electrique deplace les centres de masse dans des 
directions opposees. Le champ cree un dipole electrostatique interne a l’atome (b). 



(a) (b) 


Figure 6.1: Polarisation microscopique induite par un champ electrique 

En presence d’un champ electrique E que l’on suppose constant, le noyau et le nuage 
electronique subissent des forces electriques opposees. II en resulte un ecart entre les 
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centres de masse et done la creation d’un dipole : les charges +Nq e et —Nq e sont separees 
d’une petite distance 5. II en resulte une polarisation atomique, egalement appelee pola- 
risation microscopique. Chaque atome place dans le champ E porte un moment dipolaire 

p = Zq e 8 — ae 0 E (6.1) 

ou a = 47rrQ est la polarisabilite electronique de l’atome. Cette quantite ne depend 
pas du nombre d’electrons mais de la taille r 0 de l’atome . 

Dipoles permanents 

Certaines molecules ont une distribution de charges asymetrique, meme dans leur etat 
fondamental (HC1,H20,...). Elies ont un moment dipolaire permanent meme en l’absence 
de champ electrique exterieur. Mais elles se deplacent et tournent librement sous l’effet de 
l’agitation thermique, de sorte qu’elles ne privilegient aucune direction et, qu’en moyenne, 
le moment dipolaire de l’echantillon est nul. Si l’on applique un champ electrique, les 
dipoles locaux ont tendance a s’orienter dans la direction du champ. Sous l’effet combine 
des forces electriques et de l’agitation thermique, l’orientation des dipoles reste cependant 
partielle ( elle augmente lorsque le champ augmente ou lorsque la temperature diminue) ; 
il apparait un moment dipolaire macroscopique, done une polarisation, fonction croissante 
du champ. En premiere approximation, la relation entre P et E est lineaire. 

Autres types de materiaux 

Dans les materiaux ferro-electriques, les interactions entre les dipoles moleculaires 
permanents peuvent etre si importantes qu’elles provoquent (a basse temperature) une 
orientation spontanee de ces dipoles, meme en l’absence de champ. 

II existe egalement des materiaux ou les mecanismes de polarisation sont encore plus 
compliques. Par exemple, dans les piezo-electriques, la polarisation depend explicitement 
des tensions mecaniques a l’interieur du materiau et peut etre induite par une deformation 
mecanique, meme en l’absence de champ. 

Dielectriques 

Un dielectrique est un milieu materiel 

- qui ne conduit pas le courant electrique, e’est-a-dire dans lequel il n’y a pas intrinse- 
quement de charges electriques susceptibles de se deplacer de fagon macroscopique, 

- qui est capable de se polariser sous l’application d’un champ electrique. 

Polarisation macroscopique 

Dans un milieu materiel compose d’un grand nombre d’atomes (ou de molecules) et 
soumis a un champ electrique externe, on observe d’une part l’apparition d’un grand 
nombre de dipoles electriquement induits et d’autre part l’orientation des dipoles perma- 
nents dans la direction du champ electrique. Chacun de ces dipoles contribue a la creation 
d’un champ electrique de polarisation. Le nombre de dipoles par unite de volume definit 
le vecteur polarisation P. En regime linaire on admet que le vecteur polarisation P est 
proportionnel au champ electrique inducteur E ; ce qui s’exprime par la relation suivante : 

P e oX eE (6.2) 
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Le parametre Xe est la susceptibilite dielectrique du materiau. C’est un nombre positif 
sans dimension qui decrit la reaction macroscopique du milieu materiel. On considere 
que la charge electrique totale p T est la somme des charges ne dependant pas de l’etat de 
polarisation de la matiere appelees charges libres et des charges resultant de la polarisation 
appelees charges induites. Ces deux types de charges s’expriment respectivement par les 
densites volumiques de charge p et pp. On montre que les effets de la polarisation d’un 
dielectrique sont equivalents a la superposition de : 

- une densite volumique de charge p P , repartie en volume, verihant l’equation 

V • P = -p P (6.3) 

- une densite surfacique de charge a P , repartie en surface, verihant l’equation 

P -n — <j p (6.4) 

Ces charges sont appelees charges de polarisation. 

Sachant que : 

Pt = P + Pp • (6.5) 

le theoreme de Gauss s’ecrit : 

v.g = £ = gi = p + ^ = p-v-p m 

£q £ 0 £ 0 £q 

On dehnit le champ electrique induit E poi lie a la polarisation macroscopique P et au 
champ externe E par : 


II 

II 

(6.7) 

V-(E + E pol ) = P 

v ' £q 

(6.8) 


Le theoreme de Gauss dans une surface contenant le milieu materiel polarise s’ecrit : 

V • (E + E^i) = — (6.9) 

v ' £o 

qui peut egalement se mettre sous la forme : 

V • [(1 + Xe) £oE\ = P (6.10) 

La densite de charge a prendre en compte dans cette equation est la densite de charges 
libres p. 

La permittivite relative £ r est dehnie par £ r = 1 + Xe- Le produit £ — £ 0 £ r est appelee 
permittivite absolue du milieu. 

On obtient fmalement le theoreme de Gauss pour le champ electrique E 

V-(eE)=p ( 6 . 11 ) 

Cette relation constitue le theoreme de Gauss pour un champ electrique en presence 
d’un milieu materiel de permittivite relative £ r , en presence de charges libres p. La 
permittivite relative £ r est un nombre sans dimension qui vaut 1 dans le vide, et est 
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superieure a 1 dans un milieu materiel. La permittivite relative des materiaux depend 
principalement du nombre de dipoles induits par unite de volume (la densite numerique 
mesuree en nr -3 ), mais egalement des interactions entre ces dipoles. De plus, la presence 
d’un dipole permanent porte par un atome ou une molecule influence la permittivite 
relative. Ainsi la permittivite des gaz est tres proche de l’unite, tandis que la permittivite 
des liquides peut atteindre plusieurs dizaines. Quelques valeurs sont proposees dans le 
tableau ci-dessous. 


phase 

fluide 

£ r 

gaz 

air 

1.00054 


o 2 

1.00049 


co 2 

1.00092 


ch 4 

1.00081 


c 4 h 10 

1.00258 

liquide 

eau 

78 


trichloroethylene 

3.42 


ethanol 

24.3 


glycerol 

42.5 


Table 6.1: Quelques valeurs de permittivites relatives e r pour des gaz et des liquides. 

En regime sinusoidal, la susceptibilite electrique et la permittivite relative sont des 
fonctions complexes de la pulsation de l’onde electrique appliquee au milieu. Dans les 
domaines d’application des dielectriques, il est courant d’ecrire la permittivite relative 
sous la forme : 

e r — is" — s' r + ie' r ta,ndp (6-12) 

La quantite e’ r tan dp est appelee le facteur de perte car il caracterise l’aptitude du milieu 
materiel a absorber l’energie electromagnetique, en general convertie en energie thermique. 
L’angle 0 P est, lui, appele l’angle de perte. 

On utilise parfois le vecteur excitation electrique D defini par 

D = £o E + P — £q (1 + Xe) E = £ r £oE = sE. (6.13) 

On obtient finalement le theoreme de Gauss pour le vecteur excitation electrique D 

V-D = p (6.14) 


6.1.2 Conducteurs 

En tout point d’un conducteur, il existe une relation entre le vecteur densite de courant 
j et le champ electrique total E ( somme du champ electrostatique E s et du champ 
electromoteur E % ) dite relation d’Ohm-Kirchhoff : 

J — 1 E (6.15) 

ou 7 est la conductivite du milieu conducteur ; elle s’exprime en siemens par metre 
(Sm" 1 ). 

Cas particuliers : 

- Isolants : 7 = 0 

- Conducteurs parfaits : 7 — >• 00 
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6.1.3 Milieux aimantes 

Lorsque une substance quelconque est introduite dans le champ magnetique cree par 
des courants electriques le champ magnetique change. Ceci peut etre explique par le fait 
que chaque substance est magnetique, c’est-a-dire qu’elle est magnetisee (acquiert un 
moment magnetique) sous l’action d’un champ magnetique. Une substance magnetisee 
cree son propre champ magnetique B' qui forme avec le champ magnetique primaire B () 
cree par les courants, le champ resultant : 


B = B 0 + B' (6.16) 

Dans cette expression B et B' represented en fait les valeurs moyennes des champs 
magnetiques sur un element de volume inhniment petit. Le champ B\ comme le champ B 0 
cree par les courants de conduction n’a pas de sources (les charges magnetiques n’existent 
pas). Ainsi, pour le champ magnetique resultant en presence d’une magnetisation, le 
theoreme de Gauss s’applique : 

(jj)B-dS = 0 (6.17) 

5 

Ce qui signifie que les lignes de champ de B sont continues partout en presence d’une 
substance. 

Mecanisme d’aimantation : A l’heure actuelle il etabli que les molecules de plusieurs 
substances ont des moments magnetiques intrinseques dus au mouvement de leurs charges 
intrinseques. Chaque moment magnetique correspond a un courant circulaire creant un 
champ magnetique dans l’espace environnant. En absence de champ magnetique exterieur, 
les moments magnetiques des molecules sont orientes aleatoirement, et ainsi le champ ma- 
gnetique resultant est nul, ainsi que le moment magnetique total de la substance. Ceci 
s’applique egalement aux substances qui n’ont pas de moment magnetique en absence de 
champ exterieur. Si une substance est placee dans un champ magnetique externe, sous 
Taction de ce champ magnetique les moments magnetiques des molecules acquierent une 
direction predominate et la substance est aimantee, c’est-a-dire que le moment magne- 
tique resultant devient different de zero. Dans ce cas, les moments magnetiques des mole- 
cules individuelle ne se compensent plus et il en resulte l’apparition du champ magnetique 
B 1 . Le processus d’aimantation des substances dont les molecules n’ont pas de moment 
magnetique en absence d’un champ exterieur est different. Quand de tels materiaux sont 
introduits dans un champ magnetique exterieur, des courants circulaires elementaires sont 
induits dans les molecules et la substance toute entiere acquiert un moment magnetique, 
ce qui contribue egalement a la generation du champ B'. La plupart des materiaux sont 
faiblement magnetises lorsqu’ils sont introduits dans un champ magnetique. Seuls les ma- 
teriaux ferromagnetiques comme l’acier, le nickel, le cobalt et leurs nombreux alliages ont 
des proprietes magnetiques prononcees. 

Les materiaux ont des proprietes magnetiques tres variables. Ils se classent dans les 
categories suivantes : 

- Un materiau est amagnetique lorsqu’il ne possede pas de proprietes magnetiques. 

- Un materiau est ferromagnetique quand il porte une aimantation permanente ou de 
longue duree plus importante que le champ inducteur. 

- Un materiau est paramagnetique quand il presente une aimantation en presence 
d’un champ exterieur seulement. L’aimantation est alignee avec le champ exterieur. 


H. Djelouah 



68 


Les equations de Maxwell dans les milieux 


- Un materiau est diamagnetique quand il presente une aimantation opposee au champ 
inducteur (exemples : bismuth, graphite, antimoine). L’aimantation est en general 
faible. 

Magnetisation : Le degre d’aimantation d’un materiau magnetise est caracterise par 
le moment magnetique par unite de volume. Cette quantite, appelee aimantation est 
representee symbolique par M ; par definition : 

( 6 - 18 ) 

ou At est un volume infiniment petit entourant un point donne et m, t est le moment 
magnetique d’une molecule individuelle. La sommation est realisee sur toutes les molecules 
contenues dans le volume At. 

Courant de magnetisation I M •' La magnetisation d’une substance est causee par 
l’orientation preferentielle des moments magnetiques individuels de chaque molecule. On 
peut faire la meme remarque au sujet des courants circulaires elementaires associes avec 
chaque molecule et appeles courants moleculaires. On peut montrer qu’un tel comporte- 
ment des courants moleculaires conduit a l’apparition d’un courant macroscopique appele 
courant de magnetisation (ou courant amperien). Rappelons que les courants ordinaires 
circulant dans les conducteurs et associes au mouvement des porteurs de charge sont 
appeles courants de conduction. 



Figure 6.2: Courants de magnetisation (amperiens). 
(a) de surface ; (b) de volume 


Afin de comprendre ce phenomene, considerons a titre d’exemple un cylindre constitue 
d’un corps aimante homogene dont l’aimantation M est uniforme et dirigee selon l’axe 
du cylindre (figure (a) ci-dessus). Les courant moleculaires des molecules adjacentes ont 
des sens opposes et se compensent mutuellement. Les seuls courants moleculaires qui ne 
sont pas annules sont ceux qui emergent sur la surface laterale du cylindre. Ces courants 
ferment les courants magnetisant macroscopiques de surface Im(S) circulant sur la surface 
laterale du cylindre. Le courant magnetisant de surface Im(S) induit le meme champ 
magnetique macroscopique que toutes les molecules prises ensemble. 

Considerons un autre cas, celui d’un corps aimante inhomogene represente par la figure 
(b) ci-dessus ou l’epaisseur des lignes correspond a l’intensite des courants moleculaires. 
Le vecteur aimantation M est dirige vers l’arriere de la figure et augmente en amplitude 
avec la coordonnee x. On peut voir que les courants moleculaires ne se compensent plus 
dans le volume de la substance, et il en resulte un courant de magnetisation volumique 
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Im(v) dont le sens est selon l’axe des y. Nous pouvons dans chacun de ces cas parler de 
vecteur densite de courant surfacique Jm{S) et de densite de courant volumique ju{V) qui 
se mesurent respectivement en Am -1 et Am -2 . On peut montrer que le vecteur densite 
de courant magnetisant JjM(V) et l’aimantation M sont lies par la relation : 

VxM = / M(y) (6.19) 


Dans les milieux aimantes places dans un champ magnetique externe, des courants de 
magnetisation sont induits. Ainsi la circulation du vecteur B doit prendre en compte non 
seulement les courants de conduction mais egalement les courants magnetisants : 


i B ■ — y 0 (i + /m(v)) (6.20) 

J(r) 

ou / et Im(v) sont respectivement les courants de conduction et de magnetisation , encer- 
cles par le contour d’integration Y. Cette derniere equation peut etre reecrite en utilisant 
les vecteurs densite de courant de conduction et de magnetisation : 

f B ■ d£ = Hq Jj J s (j + j M{v) ) ■ d S (6.21) 


Mais cette relation ne peut pas etre exploitee dans le cas general car la determination des 
densites de courants magnetisants Jm(v) est un probleme difficile. Nous utiliserons done 
la relation equivalente a. [67191 : 

< 6 - 22 ) 

d’ou : 

(6 - 23) 

En utilisant le theoreme de Stokes, on obtient : 


V x 



(6.24) 


On introduit le vecteur excitation magnetique H defini par : 

H = — — M 
Vo 

qui s’exprime en Am -1 et dont le rotationnel est : 
VxH=j 


(6.25) 


(6.26) 


Cette relation peut s’ecrire sous la forme integrale equivalente : 

L SAe ^IL liS (6 - 27) 

L’ approximation usuellement utilisee consiste a considerer que l’aimantation M est reliee 
au vecteur excitation magnetique H par : 

M = XmH (6.28) 
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ou Xm est la susceptibilite magnetique du materiau. Elle est nulle pour les materiaux 
amagnetiques, negative pour les materiaux diamagnetiques, positive pour les materiaux 
paramagnetiques et ferromagnetiques. Le champ magnetique total B s’ecrit alors : 

B = ii 0 (H + Xm H) = ii 0 /i r H (6.29) 

La constante no est la permeabilite magnetique du vide. Le nombre sans dimension 
/j r = 1 + X m est la permeabilite relative dont le valeur est tres importante dans les 
materiaux ferromagnetiques (/J r «f 104 pour le fer par exemple) et proche de l’unite pour 
les materiaux paramagnetiques. 

Quand le champ magnetique est variable, on decrit formellement les effets de ce champ 
sur la matiere par une permeabilite relative sous forme complexe : 

Hr — // r Tt- in" (6.30) 

avec des parties reelle et imaginaire fonctions de la pulsation uj du champ magnetique. 

6.1.4 Equations de Maxwell dans les milieux materiels, homo- 
genes, lineaires et isotopes 

Dans le cas des milieux homogenes, lineaires et isotopes, les equations de Maxwell 
s’ecrivent : 

- Theoreme de Gauss pour E 


Forme locale 

Forme integrate 

v-{e) = I 

(5) (r) 


- Equation du flux magnetique 


Forme locate 

Forme integrate 

V • (b) = 0 

(jj)B -dS = 0 

m 


- Loi de Faraday 


Forme locate 

Forme integrate 


f s - dr =-jJJ s - dS 

(C) ( 5 ) 


- Theoreme d’Ampere-Maxwell 


Forme locate 

Forme integrate 

V x (s) = HJ + 

f s£ =H\ 

(r) (5) 

- 8E\ 

■dS 


ou 

- e — £ 0 £ r est la permittivite absolue du milieu dielectrique 

- e r est la permittivite relative du milieu dielectrique. 


- £ 0 = 7 ^ = 8.854 187 817 x 10 12 F m 1 est la permittivite du vide 

367T x 10 a 

- n = no Hr est la permeabilite absolue du milieu 

- Hr est la permeabilite relative du milieu. 
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yu-o = 47 r x 10 -7 = 1.256 6370614 x 10 -6 Hm -1 est la permeabilite magnetique du 
vide, 

- Dans le cas d’un conducteur ohmique on a j = 7 E ou 7 est la conductivite electrique 
du milieu. 


6.2 Relations de passage 

Composante tangentielle et composante normale de E 

A la traversee d’une surface (E) separant deux milieux et portant des charges vraies 
avec une densite superficielle a, les relations locales s’ecrivent : 


Ej*2 — Eti — 0 
£2 En 2 — £\ Em = a 


(6.31) 

(6.32) 


ou E t est la composante de E dans le plan tangent a (E) en M , tandis que E N mesure 
de la composante de E suivant la normale n en M et orientee du milieu (1) vers le milieu 
(2). 


Composante tangentielle et composante normale de B 

A la traversee d’une surface (E) separant deux milieux et parcourue par des courants 
vrais de densite superficielle js , les relations locales B deviennent : 

Bn 2 = B n 1 (6.33) 

— B t 2 - — B T1 = j s xn (6.34) 

1^2 Hi 

ou Bn est la composante de B suivant la normale au point M considere orientee du 
milieu (1) vers le milieu (2);tandis que B T est la composante de B dans le plan tangent 
a (E) en M. 


6.3 Propagation dans les milieux dielectriques 

Les milieux dielectriques sont des mieux isolants. Leur conductivite est extremement 
faible, de l’ordre de 10 -20 a 10 -12 Sm _1 , celle d’un conducteur metallique etant de l’ordre 
de 10 7 Sm _1 , a temperature ambiante. II est done tout a fait raisonnable de prendre pour 
7 la valeur 7 = 0. Par ailleurs dans de tels milieux, pi ibre = 0. 

Les equations de Maxwell se simplifient alors en : 


V-(B) 

V-(B) 

VX(S) 

V x (B) 


0 

(6.35) 

0 

(6.36) 

BB 

Bt 

(6.37) 

BE 


(6.38) 
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En utilisant la meme demarche que dans le chapitre precedent, on peut montrer que le 
champ electrique et le champ magnetique satisfont les equations de propagation suivantes : 


- 1 d 2 E 

AE ~v 2 W z 

A B- 

v 2 dt 2 

ou la vitesse de propagation de l’onde est : 

1 


V = 


y/VoVf£o£ r V^0 e 0 n 


(6.39) 

(6.40) 


(6.41) 


n — est l’indice de refraction (ou indice optique) du milieu. Dans les milieux reels 

n est constant pour les grandes longueurs d’onde, tandis que pour les hautes frequences 
il faut faire intervenir le phenomene de dispersion qui entraine une dependance de n avec 
la frequence. 

Dans la plupart des dielectriques /j r = 1, d’ou n — y'sy. 

On peut egalement montrer que l’impedance caracteristique d’un tel milieu peut 
s’ecrire : 

Z = — (6.42) 

n 

ou Zq est l’impedance caracteristique du vide. 


6.4 Exercices 

Dielectriques 

Exercice 1 : Modele de Thomson et polarisation induite 

Dans le modele de l’atome de J.J Thomson, un atome d’hydrogene est represente 
par un noyau de charge e occupant une sphere de rayon R avec une densite de charge 
constante. L’electron de charge — e se deplace a l’interieur de cette sphere. 

1. Quelle est la force subie par l’electron? Quelle est sa position d’equilibre? 

2. On applique un champ E 0 uniforme et on suppose que le noyau reste immobile. 
Quelle force supplementaire entraine ce champ? En admettant que ce champ est 
seul responsable de la polarisation de l’atome, montrer que le moment dipolaire 
peut se mettre sous la forme p = ae 0 E 0 . a est la polarisation de l’atome. Quelle est 
sa dimension, quelle est son ordre de grandeur ? 

3. Pour quelle valeur de E 0 , F atome est-il ionise? 

Exercice 2 : Trouver la polarisation P dans un milieu dielectrique, homogene et isotrope 
avec e r — 2.8 et D = 3.0 x 10 -7 u (Cm -2 ). 

Exercice 3 : Determiner la valeur de E dans un milieu dont la susceptibilite electrique 
est 3.5 , avec P = 2.3 x 10 -7 u (Cm -2 ). 

Exercice 4 : Trouver les valeurs de E, P et Xe dans un dielectrique avec £ r — 3.6 et 
D = 285 nCm -2 . 
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Exercice 5 : Etant donne E = —3 4 e y —2e z (V m 1 ) dans la region z < 0, avec 

e r = 2.0, trouver E dans la region z > 0 avec e r = 6.5. 

Exercice 6 : Soit deux spheres concentriques dont les potentiels et les rayons sont 

respectivement V = —25 V, r = 2 cm pour la premiere sphere et V = 150 V, r = 35 cm 
pour la seconde sphere. L’espace entre les deux conducteurs est occupe par un dielectrique 
pour lequel e r = 3.12. Trouver la densite de charges a la surface des conducteurs. 


Conducteurs 

Exercice 7 : Un conducteur en cuivre de conductivite 5.8 x 10 7 Sm _1 , a un diametre de 
2.05 mm. Une longueur de 15 m est parcourue par un courant d’intensite 20 A. Trouver 
l’intensite du champ electrique E, la vitesse d’entrainement U des charges et la chute de 
tension entre les extremites de ce hi. 

Exercice 8 : Quelle est la densite d’electrons libres dans un metal pour une mobilite de 

0.0046 m 2 V -1 s et une conductivite de 29.1 mS m -1 ? 

Exercice 9 : Dans une substance de conductivite 7 = 5.0 S m -1 et de permittivite relative 
e r = 1, le champ electrique a pour intensite E = 250 sin (10 10 f) Vm" 1 . Trouver les 
densites de courant de conduction et de deplacement ; pour quelle frequence ces deux 
densites auraient-elles la meme amplitude ? 

Exercice 10 : Un condensateur coaxial a un rayon interieur de a = 5 mm, un rayon exte- 
rieur de b = 6 mm et une longueur de L = 500 mm. II contient un dielectrique de permit- 
tivite relative £ r — 6.7 et est soumis a une difference de potentiel de v = 250 sin (377 1) V. 
Determiner le courant de deplacement in et le comparer au courant de conduction ic- On 
donne la capacite de ce condensateur : C = • 

Exercice 11 : Un conducteur contient p m charges mobiles par unite de volume. 

1. j etant le vecteur densite de courant dans le conducteur, quel est le courant I qui 
traverse une surface fermee (S) delimitant un volume (r) du conducteur ? 

2. En ecrivant la conservation de la charge electrique, deduire la relation locale entre 
J et p. 

Exercice 12 : Un long hi conducteur en cuivre de section circulaire s — 2.1mm 2 est 
parcouru par un courant i = 16 A. La resistivite du hi est 2.0 x 10 -8 Dm. 

1. Quelle est la valeur du champ electrique, suppose uniforme dans le conducteur? 

2. Si le taux de variation du courant est de 4000 As -1 , quel est le taux de variation du 
champ electrique dans le conducteur ? 

3. Quel est le taux de variation du vecteur densite de courant de deplacement dans le 
conducteur . On suppose que pour le cuivre £ r ~ 1. 

4. Si le courant varie comme dans la question (2), quelle est l’amplitude du champ 
magnetique a une distance d = 6.0 cm de l’axe du conducteur. Quelle la contribution 
du courant de deplacement ? 
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Aimantation 
Exercice 13 : 

1. Calculer le champ magnetique a l’interieur d’un long solenoide rempli d’air, ayant 
150 tours par metre et parcouru par un courant continu de 2 A. 

2. Que se passe- t-il si le solenoide est rempli avec un materiau de susceptibilite ma- 
gnetique Xm = 60 x 10 -5 ? 

Exercice 14 : Un long solenoide ayant 1800 tours par metre est parcouru par un courant 
de 2 A. II est rempli avec un materiau paramagnetique avec Xm = 66 x 10 -5 . 

1. Calculer l’excitation magnetique H dans le materiau. 

2. Calculer le champ magnetique B dans le materiau. 

3. Calculer l’aimantation M dans le materiau. 

4. Calculer le courant par unite de longueur circulant a la surface du materiau. 

Exercice 15 : Soit un long solenoide rempli d’air ayant 150 tours/metre. A l’interieur 
du solenoide le champ magnetique est de 0.05 T . 

1. Quelle est l’intensite du courant electrique qui parcourt le solenoide? 

2. Le solenoide est rempli d’un materiau ferromagnetique de permeabilite relative 
Xm = 1-5 x 10 4 , quelle doit etre la valeur du courant pour obtenir le meme champ 
magnetique ? 

Propagation- Reflexion- Transmission 

Exercice 16 : Une onde electromagnetique plane a un champ electrique donne par 

E = (300 volt/m) cos x — 27 rx 10 6 f^ e z 

Cette onde se propage dans une ferrite (i.e un isolant magnetique), qui a une permea- 
bilite magnetique Xm = 1000 et une permeabilite dielectrique % e = 10. 

1. Dans quelle direction se propage cette onde? 

2. Quelle la longueur d’onde (en metres) de cette onde? 

3. Quelle est la frequence (en Hz) de cette onde? 

4. Quelle est la vitesse de propagation (ms -1 ) de cette onde? 

5. Calculer le champ magnetique associe a cette onde. 

6. Cette onde emerge du milieu dans lequel elle se propageait, pour continuer sa pro- 
pagation dans le vide. Quelle est la nouvelle longueur d’onde (en metres) ? 
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Exercice 17 : 


Air 


Dielectrique 



Une onde electromagnetique plane, sinusoidale, polarisee 
rectilignement suivant Oy se propage dans Fair, d’indice op- 
tique egal a 1, suivant la direction Ox (voir figure). Elle arrive 
sous incidence normale sur la surface d’un dielectrique semi- 
infini, non magnetique (/r = /i 0 ) et d’indice optique n (n>l). 
L’intensite de l’onde incidente est I = 1 W m -2 . 


1. Representer, sur la figure, le vecteur H t de l’onde incidente. 

2. Calculer les amplitudes des champs 1% et H t de l’onde incidente. 

3. Representer, sur la figure, les vecteurs fc r , E r et H r caracterisant l’onde reflechie 
ainsi que les vecteurs k t , E t et H t caracterisant l’onde transmise. 

4. Ecrire les conditions de continuity a la surface de separation des deux milieux. En 
deduire, en fonction de l’indice n, l’expression du coefficient de reflexion r du champ 
electrique en x — 0. 

5. Calculer le champ electrique resultant dans Fair. Determiner son amplitude en fonc- 
tion de x. 

6. Calculer les amplitudes maximale et minimale du champ electrique resultant dans 
Fair. 

7. Sachant que le T.O.S vaut 4/3, calculer la valeur de l’indice n. 

8. Donner une representation graphique des variations, en fonction de x, de l’amplitude 
du champ electrique resultant dans Fair sachant que la longueur d’onde vaut A = 

0.6 jum. 


Exercice 18 : Une onde electromagnetique plane, sinusoidale de pulsation to, d’intensite 
I, polarisee suivant la direction Oy , se propage suivant la direction Ox dans un milieu 
, dielectrique parfait d’indice ni. Elle arrive sous incidence normale sur un milieu 2, 
dielectrique parfait d’indice n 2 et d’epaisseur L 2 depose sur un conducteur suppose parfait 
(voir figure). On notera c la vitesse de la lumiere dans le vide, Vi et v 2 les vitesses de 
propagation respectives dans chacun des deux milieux. Les vecteurs correspondants seront 
notes respectivement k| et k 2 . 


|Mlieu 1 | 


t ^ t J 


1. Ecrire les expressions des champs electriques E \ , E \ , E 2 et E! 2 en notant A {l A\ , A 2 
et A' 2 leurs amplitudes respectives. 

2. Ecrire les expressions des champs resultants £\ et S 2 dans le milieu 1 et dans le 
milieu 2. 

3. En deduire les champs magnetiques resultants EL] et 'H 2 dans les milieux 1 et 2. 
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4. Ecrire les relations de continuity pour le champ electrique et le champ magnetique 
en x = 0. 

5. Ecrire le relations de continuity pour le champ electrique en x=L 2 . 

6. En deduire le coefficient de reflexion r = En donner le module et la phase. 

7. Mesure de l’indice n 2 : 

(a) Quelle est la condition pour que, dans le milieu 2, le champ electrique possede 
unn?udenr = Oetun seul ventre ? 

(b) Sachant que le premier n ?ud du champ electrique dans le milieu 1 se situe en 
x = —Li, calculer l'indice n 2 en fonction de n, , 1^ et L 2 . 

(c) L’experience est realisee, dans les conditions ci-dessus, avec de Fair comme 
milieu 1 (rq = 1) et du methanol comme milieu 2. On mesure L\ = 15 mm et 
L 2 = 11.3 mm. Quel est l’indice de refraction du methanol. 


Propagation guidee 


Exercice 19 : Une onde electromagnetique ( E,B ) monochromatique, de pulsation u 
se propage, suivant Oz , entre deux plateaux parfaitement conducteurs occupant les plans 
y = 0 et y = a. Les composantes du champ electrique E sont telles que : 


E x = E 0 sin( — ) sin (out — kz) 


E y = 0 
E z = 0 


1. Calculer le champ magnetique B associe a cette onde. 

2. Etablir la relation k(u) qui relie k et la pulsation u. 

3. Montrer que cette onde electromagnetique ne peut se propager que si la pulsation 
u est superieure a une certaine valeur que l’on determinera. 
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Operateurs vectoriels en coordonnees cartesiennes, cylindriques et 

spheriques. 


Annexe A 

Operateurs vectoriels en 
coordonnees cartesiennes, 
cylindriques et spheriques. 
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Operateurs vectoriels en coordonnees cartesiennes, cylindriques et 

spheriques. 
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Proprieties de symetrie 


B.l Le principe de Curie 

La symetrie des causes (que sont les charges, sources de l’electrostatique) se retrouve 
dans les effets produits (que sont le champ et le potentiel electrostatiques) . 

Ce principe est tres utile en electrostatique car il permet de prevoir Failure des lignes 
du champ electrique et les surfaces equipotentielles a partir de la symetrie du systeme 
charge. 


B.2 Le champ electrostatique 

Soit M un point de l’espace ou l’on souhaite calculer le champ electrostatique cree par 
une distribution spatiale de charges electriques. 

1. Si par le point M, passe un plan de symetrie pour la distribution des charges elec- 
triques, le champ electrique E est contenu dans ce plan de symetrie. 

2. Si par le point M, passe un plan d’antisymetrie pour la distribution des charges 
electriques, le champ electrique E est perpendiculaire a ce plan d’antisymetrie. 


B.3 Le champ magnet ost at ique 

Soit M un point de l’espace ou l’on souhaite calculer le champ magnetostatique B cree 
par une distribution spatiale de courants electriques. 

1. Si par le point M, passe un plan de symetrie pour la distribution des courants 
electriques, le champ magnetique B est perpendiculaire a ce plan de symetrie. 

2. Si par le point M, passe un plan d’antisymetrie pour la distribution des courants 
electriques, le champ magnetique B est contenu dans ce plan d’antisymetrie. 


B.4 Le potentiel vecteur 

Soit M un point de l’espace ou l’on souhaite calculer le potentiel vecteur A cree par 
une distribution spatiale de courants electriques. 
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1. Si par le point M, passe un plan de symetrie pour la distribution des courants 
electrique, le potentiel vecteur A est contenu dans ce plan de symetrie. 

2. Si par le point M, passe un plan d’antisymetrie pour la distribution des courants 
electriques, le champ vecteur A est perpendiculaire a ce plan d’antisymetrie. 
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